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PREFAZIONE. 



rsel consigliare all'ingegnere Tomaselli, il quale con tanto 
zelo mi assiste e presta l'opera sua nell'insegnamento del Calcolo 
integrale nell' Istituto tecnico superiore, di raccogliere e di pubbli- 
care questi esercizi sulla integrazione delle equazioni differenziali, 
mi proponeva un doppio scopo. Dapprima quello di offrire agli 
allievi del secondo anno di Corso preparatorio nell'Istituto ed a 
quei giovani che, escendo dalle facoltà di scienze matematiche e 
naturali proseguono i loro studi in una scuola di ingegneri, ima 
guida, la quale col? agevolar loro 1^ via in molti casi per vincere 
le diflScoltà che in un problema concreto può presentare la inte- 
grazione della equazione differenziale da cui dipende la sua solu- 
zione, li stimoli a non abbandonare troppo presto questa parte del- 
l' avuto insegnamento col danno di imporre cosi dei limiti al loro 
awenire tecnico. 

Desiderava in secondo luogo esprimere ancora una volta, seb- 
bene in modo implicito, la mia opinione rispetto alla differenza di 
metodo nell'insegnamento delle matematiche secondo che esso è 
dato a giovani che a questa scienza dedicheranno la loro vita; op- 
pure ad altri pei quali la scienza stessa, pur formando parte prin- 
cipale della loro coltura, non rappresenterà che un mezzo, uno stru- 
mento potente, di cui potranno giovarsi in ciascuna ricerca che 
riguarda l'azione di forze naturali. 

Se nel primo caso lo spingere i giovani verso le più alte 
teorie, se il mantenerli nel campo ideale della scienza pura, è opera 
di buon maestro; cosi non sarebbe nell'altro, mentre in quel se- 
condo indirizzo più che all'altezza deve aversi di mira l'estensione 
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X Prefa:(ione. 

e devesi soprattutto conseguire il non facile intento di rendere fa- 
miliare l'applicazione e Tuso di quel mezzo in problemi concreti. 
Può dirsi anzi che considerato V insegnamento delle matematiche 
superiori da questo punto di vista, esso diversifichi essenzialmente 
da quello che deve essere dato nelle Università, giacché quando lo 
scopo suo sia quello che ho or ora indicato, non può rimanere 
dubbio della necessità che nel medesimo sia fatta parte conveniente 
anche a quelle dottrine le quali danno alle matematiche altresì il 
carattere di un metodo di induzione. Intendo accennare al calcolo 
delle probabilità, alle formole di interpolazione, alla teorica delle 
osservazioni e cosi via; le quali discipline tutte hanno tanta impor- 
tanza pel futuro ingegnere quanto il calcolo differenziale o l'in- 
tegrale. 

Esposte cosi brevemente le ragioni del mio consiglio alla pub- 
blicazione di questi esercizi, aggiungerò alcune poche informazioni 
sulla loro origine. Essi sono distinti in cinque parti secondo la 
classe delle equazioni differenziali a cui si riferiscono e cioè : 
equazioni differenziali del primo ordine e del primo grado; del 
primo ordine e di grado superiore al primo; del secondo ordine 
e d'ordine più elevato; equazioni differenziali simultanee; equazioni 
alle derivate parziali deL4)rimo ordine lineari. A ciascuna parte è 
premesso un riassunto delle principali norme per l' integrazione delle 
equazioni differenziali della classe corrispondente, e qualche richiamo 
della stessa specie è pure fatto in occasione di speciali esercizi. 

L' indice che precede indica di caso in caso l' origine del- 
l' esercizio ogni qualvolta esso fu proposto in qualche trattato di 
calcolo integrale, oppure siccome tema d'esame di concorso o d'am- 
missione a scuole speciali superiori. Gli altri sono dovuti all'inge- 
gnere ToMASELLi, il quale pose ogni cura nella scelta dei primi e 
dei secondi per rendere il suo libro utile e profittevole ai nostri 
giovani aUievi. 

5 Agosto 1883. 

F. BRioscffl. 
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AVVERTENZE. 



Gli argomenti degli esercizi trattati sono attinti a varie fonti, 
come verrà indicato volta per volta. Le principali fra queste sono : 
il trattato del prof. Boole (A Treatise on Differential equations — 
fourth edition, 1877) ed il Bulletin des Sciences Mathématiques et 
Astronomiques (Deuxième Serie. Tome V. Juillet 1881) che riporta 
i temi dati agli esami di licenza nelle varie facoltà di Francia nel- 
l'anno 1800. 



Si introdurranno per semplicità alcune abbreviazioni, come: 
eqr* dif}* in luogo di equazione differenziale, ed altre evidenti. 

La base dei logaritmi iperbolici verrà sempre indicata colla 
lettera e, e il simbolo log denoterà logaritmi presi in questa base. 
Le derivate ordinarie saranno, per opportuna distinzione, de- 
notate col d diritto, quelle parziali col d rotondo.. Cosi si avranno 
le scritture 

dy dj^ d_^ 
dx' dx'd^' 

la prima riferibilmente ad una funzione della variabile indipendente 
X, le altre riferibilmente ad una funzione delle variabili indipen- 
denti Xy y. 

Alla notazione -~- si sostituirà sovente, per maggior sem- 
plicità, quella per apici, cioè y. Similmente le notazioni 

y", y'", r 

staranno spesse volte in luogo di quelle: 

d^y d^y dry 
dx" dx" dxT' 
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PARTE PRIMA. 



ESERCIZII 
RIFERIBIU AD EQUAZIONI DIFFERENZIAU DEL 1.* ORDINE E 1.^ GRADO. 

Richiamiamo le principali regole per l'integrazione d'una equa- 
zione di 'questa natura. 

L'equazione differenziale 

^(x,y).^+^{x,y) = o (i) 

i integrabile, cioè riducibile almeno a quadrature, quando: 

a) Essa appartenga al tipo seguente 

«W-PO)-^ + tW.H>) = o; (2) 

in questo caso basta eseguire la separa:(ione delle variabili, che con- 
siste semplicemente nel dividere la (2) pel prodotto a (;c) . S (j). 

b) Le funzioni 9 e ^ (di cui sopra) sieno due funzioni 
omogenee delle variabili x ed y, e sieno dello stesso ordine. Qui si 
fa uso della sostituzione y = xt, essendo t una nuova variabile, che 
si considera come funzione di x. Per tal guisa si ricade in un' equa- 
zione della forma della precedente (2). 

La stessa posizione vale nel caso che l'eq." dif.^* proposta si 
presenti sotto l'aspetto 

od anche, ciò che è la stessa cosa: 



m+ifì" 



G. ToxASELLX, Eserciti sulU equa^. iifferen\lali. i 
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Eserci:(i riferibili ad equaT^ioni differenziali 



Un'equazione diflFerenziale come la (i) è pure integrabile 
quando : 

e) Essa sia della forma 

Qui si può procedere col metodo detto della varia:(ione della co- 
stante, che consiste nell' integrare dapprima l'eq."' dif/* più semplice 

^+cL(x).y = o [tipo (a)], 

introducendo cosi una costante arbitraria, e nel supporre poi che 
questa sia una opportuna funzione di x, che si viene facilmente a 
determinare. 

Oppure, si pone y = uv ove u t v sono due funzioni di x, 
d'una delle quali si dispone opportunamente, e si riesce cosi alla 
seguente formola che costituisce l'integrale completo cercato del- 
l' eq.°* proposta : 

y=C.e J —e J . e^ .^.dx 

ove e, come già fu avvertito, è la base dei logaritmi iperbolici e 
C una costante arbitraria. 

d) Appartenga al tipo 

/'0).^+/W-«W + PW = o. (3) 

Ponendo qui 

/(jy) = ;f (nuova variabile), 

quest'equazione diventa: 

che ha la forma stessa dell' eq."* or ora considerata in (^), epperò 
si tratta in uno dei modi dianzi indicati. 

Un caso particolare della (3), che si presenta sovente, è quello 
d'una eq."' dif.** come: 

^«) ' j^+j'.?w+r.K^)=o, (4) 

ciò che si riconosce ponendola sotto la forma: 
(i— w).:y-«.^+:K'"«.(i— n).9(x) + (i — w).K^) = o 
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del iJ" ordine e i." grado. 3 

e osservando quindi essere in tal caso /Q») =}''""'; talché la ci- 
tata equazione (4) si integra ponendo _y» - » = jj. 

La medesima (4) si può integrare col metodo della variazione 
della costante, seguendo precisamente la via indicata nel caso (/). 
Cosi si giunge al seguente risultato: 

Per n = o si ricade nel caso (e) stesso. 

e) Si possa porre V equazione sotto la forma seguente, qua- 
lunque sia n. 

Questa si integra mediante la sostituzione y = xt già altrove 
usata, ricadendo cosi in uno dei casi (^), (cfj. 

Quando fosse «== i, l'equazione in discorso, dopo esser di- 
visa per X, diviene: 

Hl)+r(f)]4i++(^-f^(i)=° 

che appartiene invece al tipo (b^ delle eq."* omogenee. 



Finalmente può integrarsi l'equazione differenziale 

quando le funzioni 9 e ^ sieno tali che si abbia identicamente 

^^ dx~dy' 

In tal caso la sua integrazione - si eseguisce facilmente, ba- 
stando determinare una funzione f(x,y) tale che le sue derivate 
parziali per rapporto ad x e ad ^ sieno rispettivamente ^(xyy)y 
^(x,y)y ed eguagliare poi/(x,y) ad una costante arbitraria. 



001 
Se la relazione suindicata ^ = ^ non ha luogo, si può cer- 
care un fattore X(;c^jy) per cui moltiplicare l'equazione differen- 
ziale proposta [la (i)], il quale sia tale che la citata eguaglianza 
abbia luogo per la nuova eq."' dif.*' (equivalente alla data) 

^ ix,y) . ? (^^:v) .^ + ^ (x,y) . ^ ix,y) = o, 
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Eserciti riferibili ad equa:(ioni differenziali 



in modo cioè che sia: 

Ove tal fattore si possa trovare, si passa poi alla integrazione 
deir ultima eq." dif.'* scritta^ come prima si è detto. Questo metodo, 
che alcune volte può essere applicato con buon esito, è chiamato 
metodo del moltiplicatore, ovvero del fattore integrante. 



Alcuni altri tipi di equazioni differenziali del i.° ordine e i.** 
grado ponno venire integrati mediante' speciali artifici, ma ne fa- 
remo solo cenno quando si incontrerà qualche esercizio che ad essi 
si riferisca. 



Esercizio i.** 

L'arco AM (veggasì la fig.i) d'una curva piana, che si spin- 
ge da un suo punto fisso ad un 
punto qualunque M della stessa, 
ruotando intorno alla retta ox, 
posta nel suo piano, genera una 
zona di superficie di rotazione, 
e dà luogo in pari tempo ad 
un segmento di solido di rota- 
zione. Vuoisi determinare la na- 
tura della curva per modo che : 
il rapporto del volume di tal 
solido all' area della zona sia una 
costante m. 




Fig. I. 



La curva cercata sia riferita all'asse ox e ad una sua perpen- 
dicolare oy. Sia a l'ascissa del punto di partenza A degli archi. 
Indichiamo con T quel volume, con 5 l'area della zona suindicata, 
con s V arco A M generatore appartenente alla curva e con a final- 
mente r area piana trapezia mistilinea che vi corrisponde. Abbiamo 
in causa di note formole: 
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del I." ordine e if grado. 



ove y è l'ordinata di un punto qualsivoglia della curva, che deve 
essere espressa in funzione della rispettiva ascissa x. Cosicché, per 
dato, dovendo essere V=^inSy avremo la condizione 

/. J:c = 2w y .yiY+Y^.dx. (i) 

a a 

Allora, diflferenziando quest'ultima per rapporto ad x, dovrà 
pure aver luogo l'eguaglianza: 

y = 2 w )' . \J I +y' 

cioè, escludendo la soluzione ^ =: o (dove non si avrebbe né area 
né volume alcuno), dovrà essere : 

y = 2m. \Ji +y^ (2) 

Questa è l'eq."* dif.^' che dovremo integrare. 
Giungesi a quest'ultima anche come segue. 
Si ponga la relazione (i) sotto la forma: 

1/ — 2my^i'\-y*\.dx^o. 

a 

Perché l'integrale del primo membro sia costantemente nullo 
sebbene il suo limite superiore sia variabile, é necessario e suffi- 
ciente che la funzione integrata sia per sé nulla, quindi abbiamo 

ancora 

/ — 2 my \l I +y ^ = 

che ci fa ricadere nella (2) d' or ora. 

È rimarchevole che alla stessa eq." dif.*' (2) ci condurrebbe 
il problema analogo al proposto in cui si trattasse di rendere co- 
stante il rapporto délVarea trape^ia mistilima ol corrispondente all' arco 
s di linea, alV arco stesso. Se tal rapporto vuoisi infatti che sia = 2m, 
procedendo affatto analogamente a quanto si é fatto per riguardo 
al problema dato, essendo 

(l=\y.dx^ ji= K/l -\~y'^,dx 

a a 

avremo la condizione a = 2 w . 5, cioè 

a a 

che conduce tosto alla (2) di poc'anzi. 
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Esercì:;;! riferibili ad eqna:i;ioni diferen:(^iali 



Pertanto, la curva che spddisfa al requisito espresso dalla 
V=mS soddisfa in pari tempo a quello contenuto nella a = 2m.^, 
e viceversa. Ma il rapporto non è lo stesso. Il primo di essi è la 
metà del secondo. 

Integriamo ora l'eq."' dif.*" del caso nostro 

y = 2m.\l 1 +y^ 

cui potrebbesi anche sostituire quest'altra: 

, y = — 2m. fTpy^ 

giacché, contrariamente a quanto appare dalla figura, la linea può 
trovarsi al disotto dell'asse delle ^, e allora il valore di 5 deve 
esser preso con segno contrario. 

Queste due eq."* dif." corrispondono dunque all'unica se- 
guente : 

che è veramente del i.** ordine, ma del 2.° grado. 
Di qui ricavasi però tosto : 

•^ 2m'"^ ^ 
ove il radicale può essere preso tanto con l'uno che con l'altro 
segno. Quest'eq."' si può subito integrare siccome appartenente al 
tipo (a). Può anche procedersi come segue in tale integrazione. 
Essendo 

dy _ I 
dx dx * 



avremo : 



Quindi : 



cioè: 



dx 2 m 

d^~'^Jyzr^ • 



x + A = mAog{y^\jy^ — 4m')' 
ove A è una costante arbitraria. Di qui deduciamo facilmente: 



x-i-A 



lomento per brevità — 

G'+v/-4»»0''^ii 



X \ A 

Poniamo pel momento per brevità — ^- — = :;;, e avremo : 
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del i/" ordine e i.^ grado. 



ossia 

2/ — 4 w* + ^jy \// — 4 w^ = e^ . (3) 

e quindi: 

ossia, eseguendo il quadrato nel primo membro e qualche sempli- 
ficazione : 

^2T-|-2^(4w'— 2/) + i6w^ = o. 

Si noti che quest'ultima non è più generale della (3) da cui di- 
scende dopo innalzamento al quadrato, perchè si disse che il radicale 
può esser preso tanto coli' uno quanto coli' altro segno. 

Moltiplicando ora per e'^\ poi isolando il termine 4 y*, si avrà: 

che può scriversi 

la quale fornisce cosi % 



y=±\^e^-2m^t '), 



x4- A x^-A 

2 m I 



e riponendo per ;( il suo valore 
Questa può anche scriversi: 

[A X A X - 
e .e 4- 2m ,e ,e 1 
2W ' J 

e ponendo 

-L^^"* = ^^", quindi 2me *" = ^ '", 

ove C è ancora una costante arbitraria si avrà: 

y = ±my- +e ^«J. (4) 

Quest'equazione rappresenta sotto la forma più semplice la 
curva richiesta.^ Si scorge, in causa del doppio sejgno del secondo 
membro, che può scegliersi ad arbitrio, che la linea stessa può es- 
ser considerata come disposta tutta al disopra o tutta al disotto 
dell'asse delle :c, che è l'asse di rotazione, dispetto al quale riesce 
simmetrica (per un determinato valore di C): e ciò era natural- 
mente da attendersi. 
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8 Eserci:(i riferibili ad equazioni differen:(iali 

La (4) mostra che la curva richièsta è una catenaria, T or- 
dinata dal cui vertice è sempre 2 w. V asse della stessa è parallelo 
a quello delle jy, ma non coincide con esso che per C = o, dove 
si ha l'eq."' comune della catenaria. La medesima è però sempre 
eguale a sé stessa. Variando la costante C non si viene che a spo- 
starla in modo che la distanza del suo asse di simmetria Atl oy 
è appunto C. 

Infatti, ponendo x+C=X, ^=F ove X, Y sono le nuove 
coordinate d' un punto del piano riferito ad assi paralleli ai vecchi, 
la (4) diviene: 

X X, 



Y=±^^/'-+ej •'"j 



che rappresenta una catenaria avente per asse l'asse delle K Si può 
facihnente riconoscere come la catenaria trovata (4) soddisfaccia 
al voluto requisito del problema. Si osservi poi che questo ha luogo 
in relazione a un valore qualunque di a^ cioè qualunque sia l'or- 
dinata di partenza, purché sia la stessa pel volume e per l'area della 
superficie curva, oppure per l'area piana e per l'arco. 

Il problema ammette anche un'altra soluzione [che è una 
soluz."* singolare dell' eq."* dif.** sopra incontrata >'*= 4 w*(i +;''')]• 

Essa ci viene fornita dalla relazione 
y=^±2fn 

che rappresenta una retta parallela all'asse di rotazione oXy posta 
ad una determinata distanza da quest'ultimo. 



Esercizio 2.** 
(simile al precedente pel caso di coordinate polari). 

V arco A M (veggasi la fig. 2) di una curva piana che si 
spinge da un punto fisso A ad un punto qualunque M della stessa, 
ruotando intorno all'asse polare ox genera una zona di superficie 
di rotazione, la cui area chiamisi 5, e dà luogo in pari tempo ad 
un solido di rotazione (generato dalla rotazione intorno ad x del 
triangolo mistilineo A M) il cui volume sia W, 

Determinare la natura della linea per modo, che il rapporta 

IF 

-^ di quel volume a quell' area curva sia costante = ». 
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Poiché è noto essere 



•e 



.senO.iO 



ove a è T anomalia del raggio vettore 
•di partenza e 0, r sono le coordinate 
polari di un punto qualunque della Ò 
curva, si dovrà avere: 




Fig. a. 



Jr^sen0.de = 3w. frsenO.l/r^ + j^y.ie. 

a a 

Allora, procedendo affatto analogamente a quanto si fece nel 
problema precedente, giungiamo tosto all'eq."* dif.*': 



r^ sen Q = jnr sen 



■^'■-m 



ossia, escludendo le soluzioni r = o, sen = o non accettabili, 
avremo la: 



^=3»-f' + (j^J 



ove il radicale potrà avere l'uno o l'altro segno. 

Quindi, possiamo dire essere la nostra eq."* difJ* 



ossia: 



d'onde 






(0 



dr I 1-3 5 

dQ $n ^ ^ 



Anche quest'eq."* dif.**, ove il radicale potrà esser preso in- 
differentemente coir uno o coir altro segno, appartiene al tipo (a). 
La stessa tosto si integra separando le variabili, oppure ponendola 

sotto la forma: 

iO I 

dr r^sjr^^^n^ 
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Avremo cosi 

dr 



9 + C==34\ 

Jr^r' — 9n' 



Quest'integrale sì trova facilmente mediante la posizione 
\lr^ — 9«* = ^, con che esso si trasforma in 1 — r- 7— ri • 

Allora si ha: 

e + C=arco tang^^^^-=^^ 
ossia : 



l-y^ = tang(0+C), 

e quadrando (poiché il radicale poteva essere assunto con entrambi 
i segni): 

r*_9n^ = 9„^tang*(0 + C) 
quindi: 

r'=9«'[i+tang'(e + Q], 
ovvero : 



cos^e + C)' 
che fornisce infine come eq."* richiesta della curva: 

f = ± ^^ 



cos (6 + C) 

ove C è una costante arbitraria. 

Quest'equazione equivale alla seguente: 

r cos . cos C — r sen 6 . sen C ^ à: ^n, 
e trasformando questa per mezzo delle note relazioni 

fcos0 = x, rsenO^j^ 
otteniamo come eq."* cartesiana di quella linea : 
cos C . x — sen C. jy = ± 3 ». 

Dunque tal linea è una retta la cui direzione è qualunque, 
ma la cui distanza dall' origine o polo è costantemente = 3 w. 

L' inviluppo di tal sistema di retta è evidentemente la circon- 
ferenza di raggio == 3 n col centro nel polo. La sua eq."* polare 
sarà dunque 

r = 3 «. 

Una tal circonferen:(a costituirà, come è chiaro, essa pure una 
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soluzione del problema proposto, e infatti la r = ± 3 « è una so- 
luzione singolare dell' eq."* dif.*' (i), come subito può riconoscersi. 
Risolvono dunque quel problema le linee 

^=- cos(e + C) ' '='^"' 

È a notarsi che all'eq."' dif.*' superiore si giunge anche se si 
tratta della seguente ricerca: determinare la natura della linea AM 
in modo che: l'area triangolare mistilinea OAMy che dirò <?, stia 
alla lunghezza dell'arco corrispondente AM nel rapporto costante 

-n. Infatti si ha: 
2 

a a 

Ponendo dunque 

— =in, SI ha 

a « 

che conduce appunto alla anzidetta nostra eq."* difJ*. 

Pertanto la curva sopra determinata (retta o circonferenza) 
che soddisfa alla proprietà richiesta fV= nSy soddisfa in pari tempo 

a quella espressa da G = ^n .Sy e viceversa. 

Il rapporto però, come si vede, non è lo stesso. 



Esercizio 3.° 

(dal trattato del prof. Boole: edizione 1877. N. 9, pag. 270). 

Determinare la superficie limitante un solido omogeneo di 
rotazione, ad asse verticale, per modo che: la pressione sull'uniti 
di superficie in ogni sezione orizzontale sia costante. 



Consideriamo una sezione meridiana qualunque del nostro so- 
lido e assumiamo l'asse di rotazione come asse delle ;;; : l'altro asse 
(delle x) sia perpendicolare ad esso. 
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Il solido di cui si tratta termini superiormente col cerchio di 
raggio 5-4, e sia h l'altezza del solido stesso sul piano orizzontale 

passante per l'origine, cioè sia h 
l'ordinata del punto A che è un 
estremo dell'arco AM generatore 
della superficie limitante il solido. 
L'altro estremo sia il punto M, di 
coordinate x . ;(, mobile sulla curva, 
/j ' Avremo in corrispondenza al detto 

\ ^, punto M la sezione orizzontale di 

^ \. raggio X. Il soUdo sovrastante, ge- 

nerato dalla rotazione del trapezio 
-^^ AMBP intorno ad Z avrà per 



Fig. 3. volume 

Tz^'x'.d:^. 

Il SUO peso sarà dunque: 



p.i: j x\d^y 



se p indica il peso dell'unità di volume (peso specifico). L'area 
premuta vale evidentemente tt x*. La pressione per unità di super- 
ficie in quella sezione orizzontale sarà dunque data da 



p.J x'.d^. 



Questa deve essere costante, poniamo =P, ove P è dato. 
Avremo la relazione 






il cui 2° membro è pur esso una costante conosciuta. 
Poniamo per brevità 

P 

e moltiplichiamo per x*, avremo l'equazione: 

x\di-=ax^ (i) 



/' 



Deduciamo di qui l'eq." dif.'' della curva meridiana col diflferen- 

, Google 
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ziare ambo i membri rispetto a ;(. Si ha cosi: 

, dx 

ed escludendo la soluzione x = o, per la quale il solido verrebbe 
a mancare, avremo l'equazione diflferenziale 

dx , 
2a-j — h^= 

appartenente al tipo (a), come è manifesto. 

Separando le variabili si ha: 

dx 

dz , 
2a — ^ + 1 = 

X 

quindi, integrando: 

2aAog^-\'l = o (2) 

ove C è una costante arbitraria. Ciò mostra che la linea richiesta 
è la logaritmica. 

Dalla (2) deduciamo 

1 ^ K 



za 



epperò anche: 

X = C .e 
Tale valore deve soddisfare la (i). Epperò si dovrà avere: 



/ 



ossia 



-(e '! = . ' 



avendo soppresso il fattor comune C* che non può esser nullo, 
perchè non può essere x = o costantemente. 
Dovrà dunque aversi: 



_ h 
e -=o. 



Invece d'aversi pertanto una relazione fra C ed A, per modo che, 
fissato il valore di C e quindi anche l'equazione della curva meri- 
diana, riesca determinata l'altezza h del solido in questione, scor- 
gasi che, indipendentemente dal valore di C, deve aver luogo l'e- 
guaglianza predetta. 
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Dovrà quindi essere 

giacché a si ritiene positivo. 

L'equazione della curva cercata sarà dunque veramente 



x=^ C .e 



la 



•come or ora si è trovato, ove C è arbitrario, ma il solido generato 
<ieve supporsi spinto ad altezza infinita. Il volume e il peso suo 
sono del resto finiti, e infatti quella linea è asintota all'asse delle [. 

La linea medesima è del resto sempre eguale a sé stessa qua- 
lunque sia il valore attribuito alla costante C che entra nella sua 
•equazione. 

Se infatti poniamo 7^ = k-\- Zy x = X, ove k ha un valore 
opportuno, e spostiamo cosi gli assi coordinati parallelamente a loro 
stessi, in modo anzi che il nuovo asse della Z coincida col vecchio, 
'Cioè coir asse di rotazione, abbiamo come nuova eq."' della curva 



X=Ce 



la 



2 a 



« se supponiamo determinato k cosi che sia C.^ ^* = i, ossia 

i = 2 a . log C, 




resta come eq.' 
in discorso 



della linea 



la 



X = e 

Pertanto, riferita a quei nuo- 
vi assi, tal linea è senipre 
una stessa curva logaritmi- 
ca, che dipende unicamente 
dal valore della data co- 
stante a. 

Osserva:(ione. In que- 
sta considerazione ultima si 
k 

suppose C .e *"= i, cioè 
k = 2a. log C essendosi ri- 
tenuto C positivo, come può 
sempre supporsi senza to- 
gliere alla generalità, trat- 
tandosi d'una linea meridiana d'una superficie di rotazione. Quando 



Fig. 4. 
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del resto fosse C negativo non si avrebbe che a supporre invece 
^ = 2 fl . log ( — C), il che equivale all'essere 

*_ 

= — C, ossia ^ = — 7^ , 



2a 



_ jL 
epperò: C,e *" = — i; per cui, dopo la trasformazione, Tequa- 

zione X = C.e ^^ .e '* della curva diventa: X = — e *" che 
è ancora la stessa linea d'or ora ribaltata solamente intomo all'asse 
delle ;(. 



Esercizio 4.** 

(dal trattato del sig. Boole: N. 4, pag. 482). 

La normale in un punto M qualsivoglia d'una curva incontra 
l'asse delle x in W, e il luogo del punto di mezzo P del segmento 
MN è h parabola y^ =px. Trovare l' equazione della curva. 




Se x.y sono le coor- 
dinate di M e X. 7 le coor- 
dinate correnti della nor- 
male alla linea in questione, 
l'equazione di questa nor- 
male nel punto {x,y) è: 

dx 

dalla quale si deduce facilmente l' ascissa del punto N facendo in 
€ssa Y= o. Le coordinate del punto stesso sono dunque : 

ossia 

x-^-yy, 0. 

Allora è palese che quelle del punto di mezzo P della nor- 
male M N saranno : 



Fig. S' 



l'^ + i^+yy')]. j>. 
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Ora, tale punto appartiene alla parabola Y^=pX per dato^ 
epperò si dovrà avere: 



{^yJ=jP(2x+yy') 



ossia : 
od anche 

y — iJ'H — =0. (21 

Questa è Teq." dif.*' della curva richiesta, che dobbiamo in- 
tegrare. 

Essa appartiene al tipo (J,) ove si supponga n = — i- Per 
integrarla adunque si ponga: 

/=/ 

ove / è una funzione di x da determinarsi, e siccome se ne deduce 

dy dt 

cosi la (i) o la (2) diverrà: 

che appartiene ad altro noto tipo. 

Dobbiamo dunque ora integrare la 

^--^ + 4* = o. (3) 

Ed applicando a tale scopo il metodo della variazione della, 
costante, si comincierà a considerare l'eq."* ridotta 



che può scriversi: 



e quindi, integrata, dà: 



dt I 
dx p 

il 

p.—=i 



pAog^^x 



ossia : 

X 

ove i è per ora una costante arbitraria. 



Digitized by 



Google ^ 



del !.• ordine e it grado. 17 

Facendo ora variare la medesima, cioè supponendo 4 fun- 
zione di :c, da determinarsi, avremo: 

d t ' k p , p dk 
— = — ^'^ -4- ^^ — 
dx p'^ ^' 'dx' 

e sostituendo quel valore di / e quest'ultimo nella (3) che deve 
aver luogo, si avrà la seguente: 

ossìa : 

dk -7 

dx ^ 

d'onde integrando ottiensi: 



-C-4J., 



,dx 



ove C è tra definitivamente una costante arbitraria. 

Calcolando il presente integrale per parti, si avrà facilmente 

X 

*= e 4-4/». (*+/>). c~'. 

X 

Pertanto, sostituendo questo valore nella relazione t = k.e^y e ri- 
cordando essersi fatto y* = /, avremo : 

X 

/ = C./^ + 4/>.(^+/>). (4) 

Quest'è l'integrale completo della (i), come può tosto verificarsi 
differenziando rispetto ad Xy poscia eliminando C. 

Tale equazione (4) costituisce l'eq." richiesta della curva che 
gode della proprietà espressa nel problema. 

Questa linea è simmetrica rispetto all'asse delle Xy che è l'asse 
della data parabola, come era da attendersi. Essa interseca l'asse 
stesso in un punto la cui ascissa è fornita dall'equazione: 

X 

C.e^4PÌx+p) = 0y 

ed è manifesto, per la proprietà stessa della curva in discorso, e 
per essere la medesima simmetrica rispetto ad Oxy come si disse, 
che il raggio di curvatura nel punto suindicato sarà eguale al dop- 
pio dell'ascissa sua, come può essere direttamente verificato in base 
alla nota formola per p. 

e. To MACELLI, Estrci\i svJìt eqiuti, di^eratjali. 2 
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Sembrerebbe che la costante C possa venir determinata per 
modo che la linea passi per T origine. L'equazione (4) diverrebbe 
allora : 



y' = 4P(.x+P)-4P''e^ 



(5) 



ma in realtà ciò non può essere, giacché in tale ipotesi l'origine 
stessa diviene un punto isolato della curva e questa risulta, all' in- 
fuori di tal punto speciale, tutta imaginaria. 

Per dimostrar ciò, pongasi per brevità x = pu, e la (5) di- 
viene cosi 

/ = 4p\[i+u-e']: 

sarà allora suflSciente provare che il trinomio contenuto in questo 

secondo membro è sempre negativo, qualunque sia «, tranne che 

per a = o. Ponendo ' 

r=i+w — e-, 
avremo 



dT 






■e. 



d'T 



■ = — r 



du~^ ^' du' 

Ora -7— non può annullarsi che per « ^ 0, mentre in allora -r-r 

risulta negativo ed = — i. Segue da ciò che T è massimo e nullo 
per u = o. Per ogni altro valore di u sarà dunque T negativo, e 
quindi y imaginario, come era a dimostrarsi. 



Esercizio 5.** 
(simile al precedente). 




La tangente m 
un punto M qualsivo- 
glia d'una curva in- 
contra l'asse delle x 
in r, e il luogo del 
punto di mezzo P del 
segmentò M T è la 
parabola ^*=/>;c. Tro- 
X vare l'equazione di tal 
curva. 



Fig. 6. 



Colle notazioni del caso precedente, l'equazione della tangente 
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alla linea in questione nel punto (^x.y) della stessa, è: 

dunque le coordinate del punto T riescono: 

y 

Ne viene che le coordinate del punto di mezzo, P, della tangente 
M T saranno : 

Tale punto di mezzo dovendo appartenere alla data parabola 

questa equazione deve riescir soddisfatta dalle coordinate or trovate. 
Quindi si dovrà avere: 

Epperò si dovrà integrare l'equazione differenziale: 

fy^2p(2xy — y), 
ossia 

(^f — 4px').y + 2py==^o. . (i) 

Questa non appartiene ad alcuno degli mdicati tipi. Ma se mutiamo 
la variabile da x ad y, abbiamo tosto in sua vece: 

y —4px+2py.j^=o, 
ossia : 

dy y ^ 2p ^ ^ 

La presente è tosto integrata perchè appartenente al tipo (e) 
delle eq.*** di i.** ordine dette lineari. 

Possiamo qui «pure seguire il metodo della variazione della 
costante: dovremmo allora integrare dapprima Teq.*" ridotta 

dy y'^—^ 

che discende dalla (2). 

Se invece vogliamo applicare la formola generale, esposta a 
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suo luogo, che pel caso dell' eq." dif.^: 

sarebbe : 

"J-'^ rS""^' [J'"^' 



x = C .e 

avremmo : 



je-^'^.^.dy 



x^C.e'^' -e'^' .ìe -^ ' .^dy (3) 



giacché nel nostro caso è 
a 
Ora,' essendo: 



-(jy y PW=^- 



^^'y log;* 



si avrà, sostituendo questo valore nella (3): 



ossia 



o infine: 



*=C/-^/.log/ (4) 



ove C è la costante d'integrazione. 

L'esattezza della presente (4), che è l'integrai completo della 
eq."* difJ" (i) precedente, può esser tosto verificata nel modo altra 
volta accennato. 

La (4) stessa costituisce l' equazione della curva cercata, curva 
che passa sempre per l'origine (vertice della parabola) ed è sim- 
metrica rispetto ad (?x (asse di questa parabola). 

Supponendo Cfi=o, l'equazione (4) di tal linea diviene 



^ = -^/.log/. 
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Questa linea presenta allora T andamento che risulta dalla 
seguente figura. Con- 
siderandone il solo ra- 
mo positivo, si ha che 
essa si stacca dall'o- 
rigine tangenzialmen- 
te all'asse delle y, 
subisce una inflessio- 
ne nel punto F, rag- 
giunge poi una distan- 
za massima dall'asse 
anzidetto (nel punto 
tn)y passa in seguito 
per il punto /di or- 
dinata = I posto sul- 
l' asse delle y e si al- 
lontana infijie indefi- 
nitamente dall'origine 
e da entrambi gli assi 
dalla parte delle x ne- 
gative. 



y 








I 


/ 


0111/ 


a> 





\ 







Kg.7- 



Le coordinate di questi punti speciali sono: 



per F): x = 



3 



y = e 



per /): x = o, y= i. 



Esercizio 6.° 
(Veggasi Boote, pag. 46). 

Integrare le equazioni difierenziali 

y -{-ixy — 2ax^/ = o 
y + y cos X =^''. sen 2 x 



(0 

(2) 



Esse appartengono entrambe al tipo (ij. Ricorrendo dunque 
alla nota sostituzione, dovremo fare nel* i.** caso 
jn^srss;;; (essendo qui n=3) 
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e nel 2.° caso 

(qualunque sìa «, che si suppone per altro diverso dell'unità). 

Integra:(ione della (i). Con quella posizione, ossia colla so- 
stituzione / = — , che fornisce 

2y/ = — i.^', 

la (i), che può anche scriversi 

2yy + 4^/ — 4^;c'/ = o, 



diviene : 



1 f , X x^ 



ossia : 

:;:' — 4;f;5: + 4a;c'=o, 

che sappiamo integrare. Considerando dapprima V equazione ridotta 
;(' — 4:v;( = o si trova ;(=±:i.g***. Suppongasi ora k funzione di 
X e sostituendo questo valore di ;^, e quello di :( che cosi se ne 
ricava, in tale eq." completa, abbiamo la seguente: 

dh « «^ 

-7- = — 4flx^^-*** 
dx 

quindi, integrando e chiamando C una costante arbitraria: 

k = C—i\a{xKe'^'^.dx, 
ed eflfettuando T integrazione : 

Sostituendo questo valore di k nella relazione precedente 7^=^ke^'^y 
si avrà dunque: 

e poiché si fece :j=:-5-, avremo finalmente: 

/=_— — i—-— 

2 



e questo sarà l'integrale completo cercato dalla (i). 
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Integrandone della (2). Fatto y»-" = /, come si disse, e osser- 
vando che la (2) moltiplicata per (i — n')y-** diviene: 

(i — w)y~".y + (i — «)jk'~". cosx = (i — w)sen2;f 
avremo la seguente : [giacché dalla^ » - « = / si trae (i — «) .y *.y'= /'] : 
/' + (i — n) . cos ;f . / — (i — «) . sen 2 X = o (2^) 

che appartiene ancora al tipo (e). 

V eq."' ridotta ^' + (i — w) . cos or . / = o ha per integrale 

ove H è una costante. Facendo ora variare H, trovando il valore 
di /' che ne viene di conseguenza, e sostituendo quest'ultimo e 
quello di t nell'eq."' (2^), avremo: 

-1— = (i — n). sen 2 x.^^' -«>""* = 2(1 — «)sen^.cosx.^(' -")""' 

quindi, integrando e indicando con C una costante arbitraria: 

H -=^ C -\- 2 (i — n) Asen X . eO-«)»«°*- .cosx.dx. 

L'integrale si calcola colla sostituzione sen x==^Uy perciò si ha: 

H= C-f— ^^0-")«°«[(i— n)sen;c— i]. 

Moltiplicando quest'ultima relazione per e (* ""')**"*, e osser- 
vando che il primo membro diviene cosi la funzione /, ossia ^'-» 
avremo 

y'-«=C.e C— Oscnx _[_ _L. [(i — «) . sen jc — i] 

ossia: 

y'-» =C.e («-0««*-(- 2 sen ;c + ^ (4) 

e questo è il risultato richiesto. 

Le (3) . (4) sono dunque gli integrali completi delle proposte 
eq."* dif ." (i) (2). La verifica loro si eseguirebbe nel solito modo. 



Esercizio 7.° 
(Vedi Boole, pag. 45). 

Integrare Inequazione differenziale 

2x~y-\-i + (2y — x—i).^ = o 



dx 
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Equazioni come la presente si integrano coli' introduzione di 
due nuove variabili. Sieno queste «, v. Stabiliamo allora le posizioni 
x = a -f-Uy y z=.h -^-v 

ove a t b sono costanti da determinare. 

Prendendo ora u come variabile principale, avremo : 



quindi : 



du~ 


'> du 


~ du 


dy_ 


du 


dv 


dx 


dx 
di 


du 



Sostituendo questi valori nella proposta eq."' dif.*% avremo 
la seguente trasformata: 

d V 

2 a — i + I +2M — V + (2Ì — a — I -\-2V — u)-T- = 0. 

Disponiamo ora delle costanti a t b in modo che si abbia: 

2 a — i-f-i = o, 2b — a — 1=0 

ciò che richiede che sia 

a = , b = - . 

3 3 

Allora le fatte posizioni divengono le seguenti: 

I 
jc = « ., 

3 

e la suddetta eq." dif.** diverrà: 



^ = "—70 y = v + - 

3 3 



2U — V '\-(2V — «)-r— =0 (l) 

^ ^ du ^ ^ 
che è tosto integrata perchè omogenea. 

Infatti, ponendo v = uty ove t è funzione di u da determi- 
narsi, cosi che: 

dv . dt 

du ' du 
quell' equazione diviene : 

2U — Ut-{-{2Ut — u)\t + U'T^^0, 

e semplificando per u: 
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Separando le variabili, si ha: 



2 2t 

ir "^ I — / + ^' du 



I dt 



e quindi, integrando: 

log w* + J P^il^d^ == logi 

log«' + log(^^ — / + i) = log^ 
log tt* (/' — /+ i) = log k 



ossia: 

oppure : 

che equivale a 



(2) 



essendo k una costante arbitraria. 

Riponendo per ut il suo valore Vy si avrà: 

v^ — w V -)- w* = A. 

Finalmente, restituendo zd u g v ì valori stabiliti mediante le po- 
sizioni antecedenti, avremo: 

che, sviluppata e ridotta, si trasforma in 

jc'+y — xy -\- X — y =^k . 

Ora, k — - è ancora una costante arbitraria, che si può indicare 

con C. Cosi l'integrale completo dell'equazione proposta viene ad 
essere il seguente: 

x'+f-xy+x-y = C (3) 

la cui esattezza può facilmente esser verificata. 



Un altro modo di integrazione dì eq.*"* dif." come la proposta 
consiste nell' introdurre ancora due nuove variabili L7 e T, stabi- 
lendo però invece le seguenti relazioni: 

2x — y-{' i = [7, 2y — x—i = y. 

Assumendo qui U (per esempio) come nuova variabile principale, 
si ha, derivando le eguaglianze stesse: 



dx dy __ 
^JU~dU~^' 



dy dx _dV 
^dU dV^dU 
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dalle quali ricavasi: 

dx _2_ i_djr dy_ I 2 dV 
5T7~3+3ÌL7, dU^s'^SdU' 

e quindi sarà 

dy , iZ. 

d2__dU__[_dU 

dx~ dx ~ j_dV ' 
Tu ^^ dU 

Con ciò la proposta eq."* dif." si trasforma nella seguente 

ossia : 

la quale è ancora omogenea e quindi subito integrata. 

Nel caso attuale per altro, se si pone ulteriormente r= — Wy, 
e quindi: 

l'eq."* dif.** qui scritta diviene: 

che coincide con quella testé integrata (i). Approfittando dunque 
del risultato (2) ottenuto in tale occasione, avremo: 

fV'—UlV+W^k, 
quindi riponendo per JF il suo valore — F: 

Ed ora sostituiamo al posto di 17 e F i loro valori in funzione 
di a: ed y e otterremo cosi: 

(2x— y + iy + (2 3f— ^— iy + (2x— y + i)(2y— j:— i) = *. 
Questa, sviluppata, ridotta e divisa per 3, diviene: 

x^ + y' —xy + X — y =:: -(k— i) 

che coincide colla (3) ottenuta antecedentemente, perchè questa 
2.° membro è ancora una costante arbitraria che può denominarsi 
C. Per questa via adunque siamo giunti al medesimo integrale com- 
pleto dalla eq."* dif.** proposta che già si era trovato. 
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Tale eq.*"' potevasi in questo caso speciale integrare anche in 
un terzo modo, poiché essa è tale da esser verificato il requisito- 
di cui si tenne parola sotto (/) nei cenni generali preposti a questi 
esercizi. 

Posto infatti 

9(x^y) = ^y — ^ — ^> Hx>y) = 2x—y + i, 

cosi che la nostra eq."* dif.^' diviene : 

si riconosce tosto essere 

dx^dy 
Allora la funzioni 9, ^ si ponno riguardare come le derivate par- 
ziali rispetto ad y e ad X d'una funzione /(x,y): talché: 

E in allora sarà palesemente /(x, )f) = C l'integrale completo ri- 
chiesto. 

Procedendo alla ricerca di/(x, y), avremo dapprima: 

X •' 

quindi: 

ossia 

/(x,y) = x*-xy + x + XO) (4) 

ove la funzione XQ) sarebbe per ora arbitraria. Ma abbiamo^ de- 
rivando, rispetto ad y la presente relazione: 

e questa espressione deve essere per ipotesi eguale a 9(x,y)> cioè 
a(— x + 2j^— i). 

Pertanto, dovrà aversi: 

V(y) = 2y-i 
e qumdi: 

essendo H una costante arbitraria. 
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Cioè sarà: 

l(y) = f-y-\-H 

e sostituendo questo valore nella (4) : 

f(x.y)~x'-\-f-xy-\-x-y-\-H 

che è la funzione supposta. 

Costituendo ora T equazione /(x .y) = Q ove C è ancora una 
costante arbitraria, si ricade nella (3), come era da attendersi." 



Esercizio 8."* 
(Tesi proposta a Besanzone; vedi Bullettin des Sciences, ecc.). 

Determinare una curva tale che : conducendo la tangente M T 
e la normale M N in un suo punto qualunque, le diagonali del 
quadrilatero costituito da queste due rette e dagli assi delle x ed y 
(ortogonali) formino fra di loro un dato angolo a. 



sarà: 



Siano X .y le coordinate di un punto qualunque della curva, 

fra le quali esisterà una 
y relazione che stiamo per 

rintracciare. 

Le coordinate del 
punto T sono: 

0, y — xy. 

Quelle del punto N 
sono 

x+yy', o, 

indicando per brevità con 

Fi«-«- y il.coef.** dif.'* p-. 

a X • 

Allora Teq."* della diagonale NT del quadrilatero ONM^T 




X 



ossia: 



Y-(y-xy') 

x-\-yy' —{y—xy) 

Y={y-xy')+'^'=^.X, 

ove X. Y sono le coordinate correnti di tal retta. 
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Risulta di qui che il parametro angolare di essa diagonale^ 
che indicherò con />, è dato da: 

xy'-y 

Quanto all' altra diagonale, essa è lo stesso raggio vettore OM, 
La sua equazione è dunque : 

£ = Z 
X y' 

Quindi, se con />, si indica il suo parametro angolare, si avrà 

Ora^ la tangente dell'angolo di queste due rette è data dal- 
l' espressione : 

■fc P-P. 

^+P^P. 

ove il doppio segno dipende dalla scelta dei due angoli supplemen- 
tari che qui si presentano. 

Dovrà per dato adunque tale espressione essere eguale a tang a^ 
Di qui, sostituendo a />, e /^^ i loro valori, V eq.*** dif.'* della 
curva cercata: 

^/— y y 

^-^ ± tang a. 



X -f-yy X 

Poniamo per brevità tang <K = a, ove a è una costante nota^ 
L'eq." precedente . potrà allora scriversi come segue 

x + yy X l x + yy xj 
ove si tenne conto di un segno solo nel 2.® membro, convenendo- 
che a possa essere positivo oppure negativo, tanto se a è acuta 
come se a è ottuso. 

Riducendo a forma intera, si avrà: 

x^xy' — y) —y {x-^-yy^^ — a\x{x ArVi^ +}' (^Z —)')]• 
Trasportando poi e raccogliendo, abbiamo l'eq."* dif.**: 
(x" — / — 2ax)f).y + a(/ — :>c') — 2X)f = o (i> 
che è omogenea, appartiene cioè al tipo (i). 
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• — 1 ' — "■ — ~ 

Per integrarla si ponga y = xt,à^ onde yf = t -^xt'; avremo 
•cosi, sostituendo e semplificando pel fattor comune x^: 

(^i—f — 2at)(t + xf)'\-a{t^—i) — 2t = o. 

Eseguendo i prodotti indicati e qualche riduzione, possiamo 
'darle la forma seguente: 

xt'(^i—t' — 2at) — (^a + t)(i-{- f) = 0. 

E qui, separando le variabili si ha: 

i—f — iat. i 

'f = 0. 



Integrando e introducendo una costante arbitraria 2 C, avremo : 

Per calcolare l'integrale del primo membro si ricorre allo 
:spezzamento. Questo conduce alla eguaglianza: 

— /' — 2 ai -\- I I 2t 

Sostituendo nella precedente, avremo dunque: 
f dt C2t.dt , X 



Ossia 



4e quindi: 



logO + ^)-log(/^+i) = log^ 



2C/ + ^ 



Possiamo qui ridurre a forma intera e moltiplicare V eq.** ot- 
tenuta per X, Avremo cosi: 

xU''{-x' = 2C{xt + ax), 

-e ricordando essere ^/ = y, l'integrale completo cercato della no- 
^ra eq.~ dif.** sarà: 

, x' + f-2C{ax+y)^o, (2) 

risultato che può tosto esser verificato. 

Quest'equazione può essere presentata sotto la forma: 
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che rappresenta una circonferenza il cui centro ha per coordinate 
aC.Ceìl cui raggio è C\Ji-]-a\ cioè C\/i+tang'a, ossia 

C . 

. Varia questo raggio, dunque e la posizione di tal circonfe- 
renza, che costituisce la linea cercata, col variare di C (per un dato 
valore di a). Siccome però ponendo 

X = aCy y =-' C 

ed eliminando C fra queste due relazioni, si ottiene la seguente: 

x = ay 

cosi si conclude tosto che: al variare di C il centro dell'anzidetta 
circonferenza si sposta mantenendosi sempre sulla retta passante per 
l'origine, di equazione x~ay^ che forma l'angolo ± a coli' asse 
delle y. La circonferenza stessa passa inoltre costantemente per l'ori- 
gine degli assi, come lo mostra la eq."*' (2). 

Nel caso particolare in cui fosse a = o, oppure a = tt, e 
quindi tf = o, le due diagonali del quadrilatero sarebbero fra loro 
parallele e la circonf.* avrebbe per equazione [fatto a = nella (3)] 

quindi il suo centro sarebbe in un punto qualunque dell'asse delle 
y e la stessa sarebbe tangente a quello delle x. 

Nel caso panicolare in cui fosse a = — e quindi a = ± 00, 

l'eq.~ (2) della linea richiesta deve esser preparata come segue, 
ponendo 

aC = D 
e quindi 

^- a' 
ove D è ancora una costante arbitraria: 

x" +y — zD X — 2 — y = o. 

•Supponendosi nel c^so attuale a = ± 00, questa eq."' diviene 

x^'\-y^ — 2Dx = o (4) 

ossia 

che rappresenta una circonferenza avente il centro in un punto qua- 
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lunque dell' asse delle x, tangente a quello delle y. È facile vedere 
che la (4) costituisce efFettivamente l'integrale completo dell'equa- 
zione differenziale che risponde al problema dato in questa ipotesi 
flt=±<x>. Tale eq."' dif.** dedotta dalla (i), preparando questa 
divisa per a e poi supponendo a = 00, oppure scritta direttamente 
in base alla condizione di perpendicolarità delle due diagonali del 

quadrilatero jche'è i+AA'^^» ^^^^^ ^"^""01 — 7-^==o( non 
è che la seguente 

2 xy .y + ^' — y = 0. 

La presente del resto, integrata .seguendo il processo antece- 
dentemente tenuto, conduce appunto alla (4) precedente, come 
dovea essere. 



Esercizio 9.° 

(Tema proposto a Lione). 

Integrare l'equazione differenziale 
[x {x +:v) +/ (2 x + y^ly'—y [x + jy + 2/] = 0. 

Essa può venir posta sotto la forma: 

/{2x+y).y' — 2y' ^{x +>') {xy' —y) = o 
oppure : 



x' 



Pertanto essa appartiene al tipo (^), a suo luogo indicato, che ri- 
chiamo essere: 

.'■•»(^).y+'-.t(i) + r(^).('/-.)-o. 

Infatti, dividendo la (i) per x, e paragonandola a quest' ultima, si 
scorge che sono della stessa forma e che si ha qui: 

Secondo la regola indicata, per integrare tale eq."' porremo 

- = ^ e quindi : ^' = ^ -|- x /', 
essendo t una funzione di x da determinarsi. 
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Con queste sostituzioni, la (i) diviene: 

ossia, sviluppando e riducendo: 

f+t'[2xf + xf + i^Ì\ = o. 

Mutando la variabile indipendente da x a /, non avremo che fare 

dx dx 

dt 

e l'equazione stessa diverrà cosi: 



ossia : 

dx 
d 



T+(? + 7)' + (? + f)="- « 



La presente equazione è di quelle lineari fra le variabili x 
e / [tipo (c)\y epperò tosto integrabile. 

Ove si proceda col metodo della variazione della costante, 
l'equazione ridotta 



ossia 

ha per integrale: 
oppure: 
od anche: 
d'onde: 



1 dx , I2 , i\ 

logj + logf — y = 0, 



, Xt 2 



■t=^k.^ 



x-*/, (3) 



essendo k una costante. Considerato ora il presente come integrale 
della precedente eq."* (2), sarà k da riguardarsi quale funzione di /• 

G. ToMASBLLi, Esera\t sulU equa^. iiffera^iaìL } 
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Avremo quindi: 



dt~ t^' dt t''^ ~T^' 



Sostituendo ora questo valore e il precedente della x nella (2), 
avremo la nuova eq."* difj*: 

i j dk . i . i 



ossia 



dt {t'^ey' ' 

che fornisce dietro integrazione: 

Calcolando quest'integrale per sostituzione j posto -- =v|, indi col 
metodo per parti, si avrà: 

— j{j^'\'}rye''T.dt^j(ve-^^-^e-'^).dv. 



Ora 



V .e-^''.dv = — v . 1-- e-^'^.dv. 

Pertanto, essendo 



si avrà: 



r^-*^.it; = — -<?-»* 



Epperò, sostituendo nella relazione precedente, sarà: 
e, introdotto qtresto valore nella (3), riescirà cosi : 

Questo è 1* integrale completo della (2), essendo H una co- 
stante arbitraria. Passeremo tosto a quello dell' eq."' proposta ripo- 
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nendo per t il suo valore — . Si avrà cosi: 

X — X 

x = H.-e y 1(2 x+ sy\ 

y 43' 

Quindi, moltiplicando per 43^*, semplificando per x, e chiamando 
C la costante 4ÌÌ/, l'integrale completo della data eq~ dif.*' sarà 
il seguente: 

2x-{'Sy + 4/ = Cy.e"y. 
Se si pone questo risultato sotto la forma 

(^2x+3y + 4y').e "y = C 

y 

si può avere immediatamente una verifica di esso, giacché differen- 
ziando rispetto ad x scompare la costante C e si ottiene V eq." dif/' 
da cui siamo partiti, come dovea essere. 



Esercizio io.° 



Trovare una curva tale che: l'area del trapezio mistilineo 
limitato da un arco AM dì essa, ove A è un punto determinato 
ed M un punto qualunque, sia proporzionale al seno dell'angolo 
(anomalia) che il raggio vettore dell'estremo mobile M dell'arco 
stesso forma coli' asse delle ascisse. 



Indicando con a l'ascissa 
corrispondente all'ordinata AB 
di partenza, con l'anomalia 
del punto M mobile sulla linea, 
.con k una data costante (che 
per ora si ritiene positiva), si 
dovrà avere: 

ì y .dx = k .senB (ij 



per la condizione espressa nel problema. 
Ossia, dovrà essere: 

tang9 




Fig- 9- 



P 



.dx = k, 



\j 1 -f- tang* tì ' 
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e ricordando che si ha tangO = -, se x,y sono le coordinate del 
punto Af, avremo per tale sostituzione: 



f 



.dx = k. 



\lx' + . 



(2) 



Quando si ritenga che la x, limite superiore del presente in- 
tegrale, abbia un valore superiore ad a, cosi che V area del trapezio 
sia contata nel senso delle x positive (come appare nella figura su- 
periore), l'integrale stesso riescirà una quantità positiva o negativa, 
secondo il segno di y^ e altrettanto avverrà anche del 2.° membra 
della (2) stessa, ove si convenga di assumere positivamente il ra- 
dicale. 

Se al contrario la x si suppone avere un valore minore di a, 
è chiaro che dovrà esser mutato il segno del 2° membro di quella 
relazione. Infatti, se Parea del trapezio è contata nel senso delle x 
negative, come avverrebbe per la figura qui a fianco, si osservi che 
alla (i) va sostituita la formola 

I y .dx = k sen 0, 




ossia : 



/■ 



y .dx = —ksQnO, (i,) 



ove k è ancora positivo. E 
questa (i,) dà luogo appunto, 
analogamente a quanto venne 
fatto testé, alla equazione: 



(^.) 



x^-ty^ 



Converremo adunque di dare z ^ x^ -{-y^ il segno positivo 
soltanto; e in allora, secondo il senso in cui si contano le aree, 
sarà l'eq." (2), ovvero quella (2,), che si dovrà considerare. AiEne 
però di prendere in esame ad un tempo questi due casi, cioè le 
(2) (2j), supporremo di tener conto della sola eq."' (2) e che k 
vi possa essere tanto positivo che negativo, rispondendo la prima 
di queste ipotesi al i.° caso (cioè alla prima figura), la seconda 
ipotesi al 2.° caso (cioè alla seconda figura). 
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Dall'equazione 



V 



a 

SÌ trae, differenziando ambo i membri rispetto ad x\ 

ossia : 
o infine: 

^.(*'+/)'"=*^.(^>"->)- (3) 

Questa è manifestamente l'eq~ dif/* della nostra curva, e se 
la stessa sarà verificata, lo sarà anche la (2), (e con essa la pro- 
prietà richiesta) e ciò per un valore di a sulla cui arbitrarietà di- 
scuteremo fra breve. 

La (3) si può porre sotto la forma seguente: 

e appartiene quindi al tipo {e). Dal paragone loro risulta esser qui : 

,_,. ,(|)=o, *(i)=f[.+(|)T. r(f)=-». 

Procedendo dunque all'integrazione della (4) colla regola a 
suo luogo indicata, pongasi 

e qumdi: 

Sostituendo nella (4) questi valori, si ha: 
xU.{\-\-ty*—'kxW = o, 
ossia, semplificando e separando le variabili x, /: 

e integrando: 

Calcoliamo il presente integrale, a mezzo per esempio della 
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posizione ^=^tangX; si ottiene allora: 

2 1/ T -4- f * t 



cui si può dare il seguente altro aspetto introducendo in luogo di 
D un'altra costante, ancora arbitraria, C: 

y 

Si riponga finalmente per / il suo valore —, e si avrà cosi: 

.= ..j^ + ,os[c.e^^]ì. 0) 

Quest'è l'integrale completo della (3), come facilmente si 
può verificare, e costituisce 1' eq.~ della curva, che trattavasi di de- 
terminare. 

Ripetiamo che nella (5) la costante data k sarà da prendersi 
col segno opportuno (come si disse), secondo il senso in cui si 
conta l'area. 

Veniamo ora ad una discussione circa un legame che sembra 
dover sussistere fra le costanti a, C. 

La costante C non dovrebbe esser arbitraria se il punto di 
partenza A dell'area è determinato; cioè C dovrebbe essere funzione 
di a affinchè abbia luogo la (i), oppure la (i,). E viceversa, se si 
stabilisce il valore di C, verrebbe ad esser determinato il punto A 
suddetto; cioè ancora a dipenderebbe da C; ossia ad ogni modo 
dovrebbe sussistere un legame fra le costanti ^, C 

Ma ciò non si verifica in realtà, come ora stiamo per provare, 
introducendo nella (5) le coordinate polari. 

Richiamate le note relazioni x = rcosByy--=r sen 0, d' onde 
nasce la Vx* + / = r, quando si ritenga che r sia preso col segno 
positivo (perchè tanto venne precedentemente convenuto di fare 
per riguardo al radicale), la (5) diverrà: 

r' cos' e = 2 K [cos e + Iog(c. i^^^)] , 

r*. cos* ^ = 2«k. I cos e + log j C . tang -]] . (6) 



ossia 
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Questa sarebbe Teq." fra coordinate polari della curva richie- 
sta, mentre la seguente 

x'=^2k [cos e + log^C . tang ^jj (7) 

sarà r equazione della linea stessa fra le coordinate miste x, di 
cui si fa uso in taluni casi. A tale eq."* (7), [e di conseguenza 
alla (6)], si perviene altresì ripigliando la (5) e osservando che, 
quando il radicale si assuma positivamente, come qui appunto si 
suppone, hanno luogo le relazioni 

X 



= cos , . ^ •= sen ' 



ove 6 sia l'anomalia del punto (xy), e il raggio vettore venga 
considerato come diretto dal polo (origine) al punto stesso, il che 
implica che r deve essere positivo. 

La (7) corrisponde alla (i) oppure alla (i,). Ora, entrambe 
queste ultime sono soddisfatte da x = fl, sen 6 = 0, cioè da x = a, 
8 = 0; oppure da x = a, = tt, escludendo altre soluzioni della 
sen 8 = 0. Dunque, anche la (7) deve esser soddisfatta dall'una o 
dall'altra di queste coppie di valori. 

Facendo 8 = nella (7), e insieme x ^ a, essa fornisce : 
a* = 2 ^ (i CX)). 

Perchè ciò possa essere, è necessario che k sia negativo, onde 
a sia reale, e sarà in allora a = 00; qui riteniamo a positivo in 
causa dell'osservazione precedente, giacché si ha ora manifestamente 
r = x = a. 

Facendo invece 8 = tt nella (7) anzidetta e nello stesso tempo 
ancora jc = ^, essa fornisce : 

a" = 2k ( — I + ^) 

e affinchè questa possa sussistere è necessario che k sia positivo, 
per ragione identica alla precedente. Sarà in allora a = — 00, per- 
chè si ha ora (per la r cos 8 = x, essendo 8 = tt): r = — x = — tf. 
Emerge da ciò: 

i.°: che non sussiste fra le costanti tx, C il presupposto le- 
game : bensì dovrà essere preso a = ± <X), mentre C sarà affatto 
arbitrario. 

2.° : Se l'area è contata nel senso delle x positive (P modo)> 
dovendo essere in allora k positivo per quanto si stabili fin dal 
principio, dovrà assumersi a = — 00, quindi l' area stessa sarà con- 
tata da un'ordinata posta a distanza infinita. 
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Se l'area è contata invece nel senso delle x negative (IP modo), 
dovendo essere in allora k negativo, dovrà assumersi a = -{- oo^ 
quindi l'area stessa sarà contata ancora a partire da un'ordinata 
infinitamente lontana. 



Ponendo dopo ciò A = + m^ nel primo caso, k = — w' nel 
secondo, ove w* è dato e rappresenta il valore numerico della co- 
stante data, la (6) darà luogo alle seguenti due equazioni di curve 
che soddisfanno al problema proposto, secondo che si suppone 
a = — oo oppure a^= -\- oo: 

r' cos' -. + 2 w' jcosO + log[c. tang-ì j . (8) 

f'cos'0 = — 2m* jcose+logjC.tang -jj. (9) 

Queste eq."* assai si prestano alla descrizione di dette curve, 
poiché se ne ricava tosto il valore di r in funzione di 0, e diciamo 
// valore, poiché, dopo quanto fu detto, non consideriamo che quello 
positivo; del resto assumendo quello negativo non si farebbe che 
ripetere le stesse curve con un'altra disposizione per la quale la 
proprietà voluta dal problema avrebbe palesemente luogo ancora. 

Se nella (9) si pone 6 = 7;; — G,, essa diviene: 

r' cos' e, = — 2 m'{ — cos 6, + logfc. cotMj 
^j_cosO,-log(c,.tang^jj 
.'jcose, + log(c..tang^jj (io) 

ove si é fatto C, = yr , che é ancora una costante qualsiasi. 

Dunque le curve (8), (9) non sono essenzialmente diverse 
fra loro, poiché l'eq."' (io) ha la stessa forma della (8). Anzi la 
(9) può riguardarsi sempre come la curva simmetrica (rispetto al- 
l' asse della y) di una speciale fra quelle rappresentate dalla (8) 
quando C varia: e reciprocamente si dica della linea (8) per ri- 
guardo ad una particolar linea della famiglia rappresentata dalla (9). 
Se fosse di più C= i, le due linee (8), (9) sarebbero veramente 
simmetriche rispetto ad oy. 



= — 2 m 



= 2m 
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Per formarci un'idea dell'andamento delle linee rappresentate 
dalle equazioni superiormente trovate (8), (9), poniamo: 



w = cos 4" 



log^CtangjJ 



e, differenziando questa espressione rispetto a 0, avremo 

d_u_ Q t I _ cos'Q 

d^~ ^^^^ + sen6 ""iSTu"- 

In allora, poiché noi assegniamo a valori compresi fra o 

e TT, riesce -tt sempre positiva, dunque concluderemo che u cresce 

sempre al crescere di 8 fra questi limiti. 

Ciò premesso, distinguiamo tre casi, secondo che si ha C> i, 
o C <I I o infine C = i, e notiamo che tale costante C deve in 
ogni caso esser positiva^ che altrimenti si . cadrebbe nell' imaginario, 

essendo tang— sempre positivo e variabile da o ad cx) quando 

varia da o a ir. 

Sia in primo luogo C> i. 

Allora u decresce da + 00 a quando 6 varia da :r a ©o <C — > 

2 

passando pel valore log C in corrispondenza a 6 = — , valore che 

per l'ipotesi fatta è appunto positivo. Quanto a 8^ esso sarebbe 

dato dalla cos 80 + ^^S ( ^ • ^^"g -^ j = o. 

Continuando 6 a decrescere da 8^ a o, la funzione u decresce 
sempre più, quindi diventa negativa e varia cosi da o a — 00. 

Viceversa u cresce da — 00 a o quando 8 varia da o a 8^<; — ; 
indi u diviene positivo e cresce da o a + <^ quando 8 varia da 8^ 
a r. In corrispondenza a 6 = — si ha w = log C . 

Sia in secondo luogo C-<i. 

Allora u decresce da -j- 00 a o quando 8 varia da tt a 8j>~ : 

e decresce da o a — cx) quando 8 varia da 8^ a o. Passa cosi 8 pel 

valore —, in corrispondenza al quale u assume il valore log C che 
2 

qui è negativo in causa della fatta ipotesi C < i . 
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Viceversa u cresce da — oo a o quando 8 varia da o a Oj>> — , 

e passa pel valore log C in corrispondenza a =« — .* Indi u di- 
viene positivo e varia da o a + oo quando cresce da 6^ a tt. 
Sia infine C= i. Questo si può riguardare come un caso 

particolare dei due precedenti, quando si supponga 6^ = 0^ = - . 
Avremo dunque: che u decresce à^L -={-00 ^ o quando 9 decresce 
da :: a — ; decresce inoltre da o a — 00 quando 8 varia da — a o. 

E viceversa u cresce da — cx) a quando 8 cresce da o a 
— ; od u diventa poi positivo e varia da o a + ^^ quando 9 varia 

da — a w. 
2 

Ora, si osservi che le (8), (9) si ponno scrivere: 

r* cos^ 8 = 2 w\ u; r* cos* 8 = — im^.u. 

Risuka di qui che r è reale soltanto finché u è positivo, nel 
primo caso: e finché u é negativo, nel secondo. 
Combinando queste conclusioni, avremo: 

L ove si tratti della curva rappresentata dalla (8): 

se si ha C>i, r é reale quando 6 varia da tt a 8^<^~. 
se C ■< I » » quando 9 varia da 77 a 9^ > - 

TU 

se C = I » » quando 9 varia da 77 a — . 

n. ove si tratti della curva rappresentata dalla (9): 

se si ha C> I, r é reale quando 9 varia da o a 9^<; — 

.2 

se C < I » » quando 9 varia da o a ^,> — 

2 

se C = I » » quando 9 varia da a — . 

Inoltre r assume i seguenti valori in corrispondenza a quelli 
dell'anomalia. 
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Caso di una curva rappresentata dalla (8). 



Se C>i 
se c<; I 

se C= I 

Caso di una 
SeC> I 

se C< I 

se C= I 



l = 7w 



e=- e = i 



.<\ 



.7^ 



r = (X) r = cx) r = o 

e = 7u e = e, . . . 

r = <x> r = o 



e.> 



w 



= TU 



2 



r = cx> r =^ o 
curva rappresentata dalla (9). 

e = o e = e^ . . . 

r = cx> r = o 

e = o e = - e = e, 

f = cx) r = <x> r = o 

e=o e=- 



<- 



«.>j 



r = cx> r'== o 
Quindi una curva come la (8) presenterà l'andamento che 
le figure seguenti mostrano: 

seC<i 



seC>i 


y 








_J 




i 


^ 

k 


' 


P 


( 


\ 




ce 




stC= I 
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Una curva come la (9) presenterà invece l'andamento indi- 
cato da una delle figure seguenti: 

seC<i 



seC> I 




Fig. U.4 



se C= I 




Da queste sei figure risulta che una linea di equazione (8) 
per C>i ed una di equazione (9) per C<;i, cioè per C,>i 

ise si pone Q==7^)> presentano lo stesso andamento, gli stessi 

caratteri, salvo rovesciamento di direzione nell'asse delle x. Lo 
stesso si dica per una linea di equazione (8), se C< i, e per una 
linea di equazione (9) se C> i, cioè se C,<i. Infine lo stesso 
avviene pure per la linea di equazione (8) che si ha per C= i e 
per la linea di equazione (9) che corrisponde all'ipotesi C= C,= i. 
Quanto a queste due ultime, esse sono veramente identiche fra loro, 
salvo che una di esse risulta dal ribaltamento dell'altra intorno 
ad Oy. 

Tale conclusione era già stata ottenuta precedentemente in 
base al solo esame delle equazioni (8), (9) delle due curve. Que- 
sta coincidenza di risultati serve dunque di opportuna verifica delle 
cose vedute. 
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Le curve vennero disegnate in ognuno dei casi che abbiamo 
distinti come asintotiche all' asse x. Ciò deve essere ; infatti sen 6 
è sempre quantità finita: ora, il rapporto fra la solita area trapezia 
e sen 6 stesso dovendo essere per ognuna di quelle linee eguale 
alla costante data w', ne risulta che anche tale area deve esser 
finita, il che, per una linea spingentesi a distanza infinita non potrà 
avvenire se non supponendo che essa sia asintota all'asse Ox. 

Per C> I la linea (8), e per C<i la linea (9), si com- 
pongono di due rami che sono asintotici a due rette parallele ad 
Oy ed equidistanti da quest'asse. Di questi rami uno solo deve 
esser considerato, quello cioè che ha per asintoto Ox. L'altro ramo 
non soddisfa alla proprietà richiesta dal problema; questo fatto si 
spiega avendo riguardo alla discontinuità che tali linee subiscono 

quando 6 passa pel valore — . 

In ogni caso poi le linee (8), (9) vengono ad. arrestarsi nel- 
l'origine (o pòlo) sotto un angolo che è quello stesso che fu in- 
dicato con 6^ o con 6.. 



Nel caso in cui C = i fu esposto che risulta r = o per 6 = — 

tanto per la linea rappresentata dalla equazione (8), come per quella 
rappresentata dalla (9). Queste due curve hanno allora- per equa- 
zioni le seguenti 

6 fì 

cos e + log tang -- cos 6 -f log tang - 

cos ^ cos 6 

Se facciamo in esse = -, otteniama si dall'una che dal- 
l' altra r' = - . Per dimostrare dunque il nostro asserto basta de- 
terminare il valore di quest'espressione usando la nota regola inse- 
gnata dal calcolo differenziale. Tal valore sarà dato da 

f ^(cose-flogtang|) j 



ossia da 



■sene 



sen e 

.fl = Ji 
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-che equivale a: 



I cose I 
/ 2 sen^ 6), 



«d è appunto eguale a zero. Per conseguenza sarà veramente nullo 
^nche r. 



Volendo dimostrare che l'asse delle ;c è un asintoto per le 
<urve (8), e (9) in questione, come venne più sopra veduto, è 

-d' uopo provare che r* : -jt (valore della sottotangente polare) tende 

a zero per 6 che converge a zero, oppure a tz (secondo i casi), in 

corrispondenza ai quali valori r diviene infinito. 

dr 
Sarà lo stesso mostrare che ,-^ : r' cresce indefinitamente per 

^ tendente a zero od a tt; o infine si potrà fare simil dimostra- 
zione per riguardo a tàI-)- JAnzi si può dire che si avrà un asin- 
toto d'una curva data ogniqualvolta la espressione anzidetta ^(-| 

cresce indefinitamente oppure tende a un limite determinato /. Nel 
i.° caso l'asintoto passa pel polo: nel 2.° caso esso ha la distanza 

-j dal polo stesso, e la relativa sottotangente polare è — yj . 

Applicando un tale criterio, si osservi che dalle equazioni (8) 
(9) delle nostre linee si trae: 

II cos 6 



-^^y±jco.6+Iog(c,u.g»-)!' 



il segno superiore sotto radicale valendo pel caso della linea (8), 
quello inferiore pel caso della (9). 

Si ricordi una denominazione precedentemente introdotta, e 
:avremo in allora anche: 

I I cos 9 



^ m\J2 \j ± u 
Derivando rispetto a 0, ne dedurremo: 

du 



'ij) 



^ cos 6 . -T^ 

senO db 



d^ mf2[\j±u 2(± «)'/«) 
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j j t du cos 6 . . 

e ricordando che -7-77 = r» si avrà; 

a 9 sentì 



10 



sen 9 _,_ cos^ 9 ) (n) 



d^ mf2l)l±u 2sen9.(±tt)'^- 

Se si suppone qui ora che 9 tenda a 'k oppure a zero, nelle 
quali ipotesi si terranno ordinatamente i segni superiore o inferiore, 
sì ha che il primo termine fra parentesi converge a zero, poiché 
sen 9 tende a zero ed u acquista allora il valore ± 00. Resta dun- 
que a mostrare che t-t-; — rr— cresce indefinitamente nel tempo 

^ sen9(±tt)'*/* ^ 

stesso, o (ciò che è la medesima . cosa) che sen9.(±u)*/* tende 
a zero. 

Tale ultima espressione per 9 =* tu, o per 9 = 0, si presenta 
sotto la forma indeterminata o . cx>. Per stabilirne il vero valore 
poniamola sotto l'aspetto: 

i - r 

\±u. sen' 9 j , 
e basterà ora provare che tende a zero quest' altra espressione 



u . sen' 9 , 



ossia 

sen' 



9 .cos9 + sen'9.1ogjC.tang-|. 



E siccome la prima parte converge già per sé a zero, basta 
mostrare infine essere: 



ìn'9.1ogf Ctang-JÌ ^ = 0, 

oppure = 71 

C . tang - j = log C-|- log tang -, do- 

( - 9) 

I sen' 9 . log tang - 1 =0. 



vrà aversi: 

9 



O = T 

Quest'ultima eguaglianza equivale a: 



ri 9 - 9) 

1 sen' 9 . log sen sen' 9 . log cos -j = 0, 
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6 

e siccome si ha log cos — = o per 6 = 0; log sen — = o per 

2 2 

6=r7r, dovremo adunque dimostrare essere: 

I sen^ 61ogsen-J =0, 1 sen' 6 . log cos - 1 =0. 

A motivo della relazione sen 6 = 2sen— . cos—, le eguaglianze 
ultimamente scritte si riducono' alle seguenti: 

Isen^— . logsen— I =0, I cos* — .log cos— I =0, 

e queste hanno effettivamente luogo in causa della nota formola 

(z;-.logt;)v = o=o. 
È cosi dimostrato che 

sene.(± uy'* 

tende qui ad ogni modo a zero, quindi che jà(-| cresce indefi- 

r^ 
nitamente e che perciò -^ — , cioè la sottotangente, tende essa pure 

a zero. Dunque è vero essere Passe Ojc un asintoto d'una qua- 
lunque di quelle curve. 

Per dimostrare inoltre che: (nel caso in cui C> i) la linea 
(8) e (in quello in cui C<;i) la linea (9) sono asintotiche anche 
a due certe rette parallele ad Oy, possiamo tenere la stessa via 
or ora seguita. Non abbiamo perciò che a calcolare il limite verso 



(^) 



\ r t 77 

cui tende ,^' quando 6 si accosta al valore - ed r quindi di- 

viene infinito, limite che chiameremo / e che ci vien fornito dalla 
(11). Poiché si ha in allora 

«* = cos + log! C . tang - j ^ = log C, 

il secondo termine del 2.*^ membro della (11) stessa svanisce, e 
resta : 



m\\2 \J ±logC 

, Google 
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Pertanto sarà 

— ^ = w ^ 2 . \/ ± log C. 

Questo risultato prova appunto T esistenza degli accennati asin- 
toti paralleli all'asse delle jy, e mostra che la distanza loro dall'ori- 
gine o polo è data dall'espressione 

w\/2.V±logC 

che è sempre reale, tenendosi, come sappiamo, il segno superiore 
nel caso della linea (8) e l'inferiore nel caso della (9). 

Onde verificare poi che gli asintoti sono veramente due, equi- 
distanti da 0, basta osservare che in ogni caso (cioè tanto per ri- 
guardo alla prima che all' ultima delle curve rappresentate dalle 6 
figure antecedenti) r è positivo e cresce quando 6 assume valori 

crescenti e prossimi a — , mentre decresce quando 6 oltrepassa que- 
z 

sto valore - ; talché per 6 < - sarà ^ > o, e per 6 > - sarà ja < o. 

Quindi per < '' sarà — ; — > o, mentre per 6 > - sarà -7 — < o . 
'^ 2 dr ^ 2 dr 

Je Je 

Ora, dovendo la sottotangente polare esser portata a destra del rag- 
gio vettore, oppure a sinistra, secondo che essa è positiva, o negativa, 
ne viene qui appunto che il ramo di curva che si ha quando 6 varia 

da a - è asintoto a una retta parallela ad Oy^ la cui equazione 

in coordinate cartesiane sarebbe 



x = m.\J 2 . v±logC 



TT 



mentre l' altro ramo di curva, che si ha quando 6 varia da - a tt, 

2 

sarà asintoto alla retta d'equazione: 

X = — m ^ 2 . \J ± log C, 

il radicale prendendosi sempre positivamente. 

Questa conclusione riguardo al segno della sottotangente li- 
mite non poteva emergere dalla (11) (la quale non ce ne diede 
cosi che il valore numerico), perchè questa discende da un'equa- 
zione della curva per la quale è manifesto che r è positivo finché 
6 è acuto, ma è negativo quando 6 è ottuso. 

L'esistenza degli accennati due asintoti paralleli ad 0^ puossi 

G. ToMASELLi, Eserciti sulle equa^. differen^taìt, 4 
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per altro anche riconoscere dietro la considerazione diretta delle 
equazioni : 

x^ = 2 m* Tcos e + log (c . tang|jl , 



= — 2mMcos6+logjCtang -ì 



che nascono dalla (7) e rappresentano le linee (8) (9) rispettiva- 
mente. 

Basta infatti osservare che, per 6 = — , si ha nel i.° caso 

x^ = 2m^ log C e nel 2.'' caso x* = — 2 m* . log C, e quindi 
ottiensi : 



x= ± w.^2 .yiog C, oppure x= ±m^2\y — log C, 
in ambo i casi il segno superiore corrispondendo a 6 < — e T in- 



7U 



feriore a 6 > - . Queste relazioni provano appunto il nostro asserto. 




Fig. la. 



I risultati (8) (9) più so- 
pra ottenuti ponno essere veri- 
ficati nel modo che segue. 

Se si osserva che l'area 
trapezia ABMPy qui a fianco 
disegnata, può scomporsi nella 
somma delle due aree triango- 
lari OAB, OMP e in quella 
del settore A M, si ha: 



ry.dx= area AB + ^^xy ^^Cr^db 

a H 

ove a è l'angolo AOXy r b dato in funzione di 6 dall'equazione 
della linea data. Se l'ordinata AB trovasi a distanza infinita e si 
ammette che la curva sia asintota all'asse delle x, alla relazione 
scritta viene a sostituirsi quest'altra: 

[y.dx = \xy + \.^\'.dby 



oppure : 



rV .dx= jr' . sen e . cos e — i r r\ rfO, (12) 

-00 n 
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ove intendiamo espressa l' area trapezia cercata per mezzo delle coor- 
dinate polari del punto Af. 

Se poi l'area trapezia stessa è contata in senso opposto, cioè 
nel senso delle x negative ed a partire, qui pure, da un' ordinata A B 
posta a distanza infinita, è facile riconoscere che si ha 

X 

e quindi; 

r~y . ^ a: = — -r' sen e . cos e + - r r\ rf e. (13) 

X '0 

Dunque, nel caso nostro, per la condizione espressa nel pro- 
blema proposto, applicando le eguaglianze (12) (13) ora ottenute 
alle linee (8), (9) che hanno appunto per asintoto l'asse delle Xy 
dovrebbe essere: 

I I P 
riferibilmente alla curva (8) : - r* sen 6 cos j r\d6 = w*.sen6 

I I f^ 

» alla curva (9) : r* sen 6 cos 6 + - 1 r^.dO = m\ sen 0. 



Sostituendo per r^ il valore dato dalle equazioni (8) (9) or- 
dinatamente, devesi pertanto avere: 

tango. log(ctang|)=f[^^^- + ^.log(ctang^-)].rfe 

ir 

tang e . log (Ctang^)- /'[^ + ^-3^ . log(c tang|)](/ e = o. 



Ora, usando il metodo d'integrazione per parti, si ha: 
J^log(c.tang-j.de = tange.log^C.tang-j — 

quindi : 

Introducendo il valore di questo integrale nelle eguaglianze 
precedenti, ed estendendolo ai limiti stabiliti, resta adunque sem- 
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plicemente a dimostrare essere: 
lini j tang 6 . log! C tang - j 1 == o, lim tang . log Ctang — 1 = o^ 

per = ff per e = o 

o, ciò che è lo stesso : 

lim tang Q . log tang - = o, lim 1 tang . log tang - j = o. 

= jr 6=0 

Ora, la sussistenza di queste eguaglianze viene provata con 
tutta facilità. 



Il metodo tenuto per la trattazione del presente esercizio può 
essere seguito altresì per risolvere uno dei seguenti problemi ana- 
loghi : 

Trovare una curva per la quale abbia luogo costantemente 
'la relazione: 



l 



y .dx = k .cos^, 

a 

oppure quest'altra: 

I y,dx = k. tang 9 . 

a 

Seguendo tal processo si giungerebbe infatti ancora ad equa- 
zioni differenziali del tipo (^), anzi analoghe nella forma alla (4) 
che si è testé incontrata. 

Avvi del resto un'altra via, più semplice, che può esser se- 
guita per la risoluzione di tutti questi problemi e di quello anche 
più generale, che tutti li comprende, consistente nella ricerca di una 
linea piana per ogni punto della quale abbia luogo la relazione 

, j'y.dx = k.f(b), (14) 

a 

ove / (6) è una funzione data t k è una costante pure data il cui 
segno però è in ogni caso a discutersi. 

L'indicato procedimento è il seguente. 

Si trasformi l'integrale contenuto nella (14) supponendo 
A- = rcos6, ove r è il raggio vettore d'un punto della nostra li- 
nea, il quale sarà una certa funzione di (da determinarsi). Al- 
lora riescirà >' = rsen6, e avremo in luogo della (14) l'eq." 

fVsen9.^.rfe = K/(«), 
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€ quindi anche: 

Cr sen 6 Aj^ cos 6 — r sen 6 jrf 6 == k ./(O), (15) 

ove P è l'anomalia del punto di partenza delle aree, pel qual punto 
è x = a. 

Derivando la (15) per rispetto a 6, avremo cosi la seguente 
eq.*** dif/' della curva cercata, fra coordinate polari: 

rsen . cosò.^ — r' sen* 6 =i . /*' (6) (16) 

che appartiene al tipo conosciuto (rfj. Si giungerebbe altresì alla 
(16) valendosi del 2.° membro della (12) antecedente, eguaglian- 
dolo a k.f(P) e quindi facendo la derivata di questa relazione ri- 
spetto a 6, come ora si è fatto. La (12) venne bensì stabilita in una 
speciale ipotesi, ma la formula cui si perviene per tal guisa è af- 
fatto generale. Si osservi poi (e quanto ora fu detto ce ne porge 
subito una conferma, paragonando i secondi membri delle (12) (13) 
che hanno segni opposti), che se V area trapezia è contata in senso 
opposto, cioè nel senso delle x negative, valgono tuttora le for- 
mole (15), (16), ma deve in tal caso essere ritenuto k di segno 
contrario a quello che esso ha nella relazione; 



/ 



y.dx = k.f(H) 



che forma in allora il nostro punto di partenza. 

Per integrare la (16), basta porre, per quanto ci è noto: 

ove V è una novella variabile che vien ritenuta funzione di 0. 
Cosi la (16) stessa diviene: 

sen e . cos e . ^ — 2 sen" ^ .v — 2k .f (b) = , 



di assai facile integrazione. Il risultato cui si giunge è il seguente: 



2 e , 2k 
cos'i 



ove C è la costante arbitraria che compete alla (16). Non resta 
che ad eseguirsi la quadratura indicata, ciò che non può farsi che 
in ogni dato caso particolare, quando cioè è stabilita la forma di ^. 
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Cosi, quando sia /(9) = sen6, come nel caso del problema 
dianzi trattato, si avrà: 

|>(e).cote.rfe=J^je = iogtang| + cose; 

ia (17) quindi diviene 

2 C . 2k , 2k \ 6 

COS (7 COS V COS 9 2 

che coincide manifestamente colla (6), come doveva essere. 
Quando fosse /(6) = cos 9, avrebbesi invece 



[ 



/.'(e).cote.ie sentì; 



a e , sen 9 ,0^ 

COS ^ COS ^ ^ 



la (17) diverrebbe adunque: 

r' = 

E infine, ove fosse 

/(e) = tange, 
riescirebbe 

J/'(e).cote.^e=J^^;^^ = logtangO, 
sicché, applicando la (17) medesima, si avrebbe: 

o, più semplicemente: 

^'-■^■^og(D. tanghi (19) 

ove D rappresenta ancora una. costante arbitraria. 

Riguardo alla determinazione dell' ordinata fissa, a partire dalla 
quale è contata la nota area trapezia, basta osservare che il valore 
P dell'anomalia, che le corrisponde, deve esser dedotto dall'equa- 
zione/ (9)= 0, giacché è palese che, per 9 = p, annullandosi il 
primo membro della (15), deve altrettanto avvenire del secondo, ed 
esser quindi / (P) = 0. In base al valore di p ottiensi poi di conse- 
guenza quello di a, 

E per quanto concerne il segno di i e il senso in cui l'area 
va contata, questa discussione deve esser fatta in ogni caso parti- 
colare studiando l'andamento della curva ottenuta. 
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Il problema, ancor più generale di quello ultimamente trat- 
tato: trovare una curva per ogni punto della quale sussista Vegua- 
glian:(a 

J>.rfx=K/(e), (20) 

a 

ove k è una costante data, può esser risolto esso pure per la stessa 
via ora tenuta. Infatti, procedendo come prima si è fatto, si sosti- 
tuisca alla (20) la seguente: 

Pr . sen- e . [^ cos e — r sen e Id e = * ./(O), 

che fornirà, derivando ambo i membri rispetto a 6, T equazione 

differenziale 

dr 
r*». sen-e . cos 6 . jg- — r"+\ sen-^* ò — k.f (6) = 0, (21) 

la quale appartiene ancora al tipo (dj. 

k 
Cosi, se fosse w = 2, e si supponesse è = -? , ove k^ è essa 

stessa una costante data, la (20) diverrebbe: 

a 

che esprime una proprietà geometrica di cui gode la linea richiesta, 
per essere x . j 3?* . rf x il volume del segmento di solido di rota- 

a 

zione generato dall'arco della curva stessa che ha gli estremi nei 
punti di ascisse a, x. Tasse di rotazione essendo quello delle x. In 
tal caso Teq."* dif.** (21) diviene: 

r. r' sen' 9 . cos 6 . ^ — tt r' sen' ò — k^ ./' (0) = o 

che si integra ponendo r' = w. Il risultato è il seguente, ove C 
indica la costante d'integrazione: 

r' = -^ + 3 ^ . — L^ . [f (6) . cot." e . rf e. 
cos' 6 ' -^ w cos' 6 J ^ ^ 
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Esercizio ii.° 
(Tema proposto a Montpellier). 

Una linea a doppia curvatura descritta sulla superficie conica 
x^^y^ = k\^ (I) 

gode della proprietà che: tutte le sue tangenti incontrano la cir- 
conferenza rappresentata da 

l = h, A.-'+/ = fl\ (2) 

Trovare l'equazione che, insieme alla (i), rappresenta la linea 
stessa. 

Assunta la Ti come variabile principale, le coordinate di un 
punto qualunque della linea cercata essendo jc, y, ;f, si avranno quali 
equazioni della tangente a tal linea in questo punto : 
X-x Y-y _ 

Il ~ il " 

ove X, y, Z sono le coordinate correnti. 

Facciamo Z=h in queste equazioni e avremo in allora de- 
terminato su questa tangente un punto pel quale sarà: 

(denotando per brevità con apici le derivate prese rispetto alla va- 
riabile jj; suddetta). 

Ora, tale pimto deve appartenere alla circonferenza data, dun- 
que dovrà essere 

ossia, sviluppando i quadrati: 

Questa è la condizione di incontro fra tangente e circonferenza; 
essa rappresenta dunque differenzialmente la curva cercata insieme 
alla (i). 

Ora, differenziando la (i) stessa si ottiene: 

Pertanto, facendo uso della presente e della (i), Teq."* dif.** ora 
ottenuta diverrà: 
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Inoltre, ricavandosi 



risulta : 

in causa della (i) medesima. 

Onde, la precedente nostra eq."' dif." diverrà sostituendo : 
(2hF:^ — F :C— a') {k' :C— -■^■') + k\ (h — i^y. 

(k\^-2xix+:Cn = o 
ovvero : 

{2hk':^ — ie i'— a') (/fe* :C— ^') + k\ (h — i)'. 

od anche: 

J2 hk\ — k' i'— a' + k\h—M (]e i' — x') + 

+ k\{h — ì)\{i x — xy=o. 
Riducendo e trasportando, questa diviene: 

k\ (h - ì)\ a X-- xy = (a-- k^ h^) (F i^- x^) (3) 

d'onde, estraendo la radice quadrata, si ha: 

(A _ ^ (^ ^'_ ^) = ± Ì£l=££. . ^"ft^it: 

Il coefficiente del radicale nel secondo membro è una costante co- 
nosciuta. 

Poniamo dunque per brevità: 



'—l = ^n (4) 

€ l'equazione precedente diverrà: 

(^-*)(^y-x) + m.y(F7irp=o, (5) 

ove il radicale sarà preso coli' uno oppure coli' altro segno. 

Quest'è un'eq."* dif.** ordinaria fra le variabili x, ;;;, del i.** or- 
dine. L'integrale della stessa rappresenterà, insieme alla (i), la 
linea cercata. 
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Prima di procedere all'integrazione della (5), osserverò come 
m e ^ F :(* — x^ sieno quantità reali entrambe, che se fossero rie- 
scite imaginarie si avrebbero dovuto introdurre in loro vece le se- 
guenti 

Infatti, se nella (i) si fa ;^ = A, si ottiene sulla data sup.*" 
conica una circonferenza, posta nel piano ^ = h, avente il centro 
sull'asse delle :( e il cui raggio è hk. Tale circonferenza è concen- 
trica colla data rappresentata dalle (2). Ora, è manifesto dover es- 
sere quest'ultima esterna alla precedente circonferenza intersezione 
onde le tangenti alla linea cercata possano incontrare la circonfe- 
renza data, in caso diverso ciò non potrebbe avvenire perchè anche 
i piani tangenti (che contengono le toccanti stesse) al dato cono 
non segherebbero la circonferenza x* + y = a*, ;j = /?. Dovrà dun- 
que essere 

a'>h'k\ 
cioè : 

a' — k'h'>0, 

il che significa appunto che m sarà reale. Di conseguenza sarà tale 

anche \Jk':C — x\ 

Per verificare questo fatto non è del resto necessaria una 
tale considerazione geometrica, poiché si disse dover andare la (5) 
unita alla 

,. . . , ^'+/=*^^' 

e di qui si ha: 

dunque per tutti i punti reali della curva quest' ultimo radicale sarà 
reale, e con esso anche w, in forza della (5), come dovea essere. 
Nel caso particolare in cui sia w = o, sarà a* = h^ jfe', e le 
anzidette due circonferenze saranno coincidenti, cioè la circonfe- 
renza data sarà uno dei paralleli del dato cono di rotazione. In 
allora la (5) diviene 

(- — h)(ix' — x) = o, 
che si scinde nelle seguenti: 

jy; — h = o, ^x' — X = 
ossia : 

- — ^ = 0, x = Ai, 

ove A è una costante arbitraria. 
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Ognuna di queste equazioni deve esser combinata colla 

Pertanto, nel caso in cui w = o, la linea cercata sarà una 
generatrice qualunque della data superficie conica, rappresentata dalle 
x^A^, x^+/^=k':i' (6) 

(ovvero dalle 

oppure sarà la data circonferenza stessa 

^^h, x'+f = k'h'=^a\ (7) 

Si l'una che l'altra di queste soluzioni soddisfanno evidente^ 
mente il proposto problema in questo caso particolare. 



Veniamo ora all'integrazione della (5) quando m è diverso 
da zero, che è il caso generale. 

Si osservi a tal uopo che detta eq."* può porsi sotto la forma 

jèl + mY*'-^j-Ay + (^^'-A)=o (8) 

e questa appartiene al noto tipo (^), ponendo: 

Pertanto non si avrà che a far uso della sostituzione 

x = :it 

ove / è una nuova variabile, funzione di ;^. 
Cosi la (8) diviene: 

ossia : 

Separando le variabili, ottiensi: 

^' . + -JH = 



quindi : 






ove H è una costante arbitraria. 
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Ossia : 

, t . m , :;; — h 

± arco seno t + X ^^ r -- ~ ^' 

avendo introdotta in luogo di H un'altra costante arbitraria C. 

Come valore di quel primo integrale fu poi assunto ± arco seno , 



in causa del doppio segno che può avere ^ F — t^ giusta le cose 
vedute: e si osservi che la funzione arco seno deve perciò esser qui 
considerata sotto il suo aspetto più generale. 
Dall'equazione ottenuta si ricava: 

F= =F seno ^^ log -^j. 

Ripongasi per / il suo valore "- , e si avrà anche, essendo in- 
differente l'ordine dei segni: 

X= ± i ;;;. seno (p log ^^^J. (9) 

Con questi due valori di x sarebbe da formarsi l'integrale 
generale dell' eq."" dif.'* (3), che è del 2° grado; ma è qui prefe- 
ribile, e più semplice, l'assumere separatamente per x i due valori 
stessi. Che entrambi essi soddisfacciano l'eq."" (3) anzidetta è poi 
facile a verificarsi. 

La (9) può ottenersi anche integrando la (5) coli' uso di qual- 
cuna di quelle posizioni che possonsi adottare per la calcolazione di 



jf{^k\'-x-).dx 



ove si ritenga :;; quale costante, e che sono atte appunto a far scom- 
parire questo radicale. Cosi, potrebbesi porre 

\Jk':C — x" = k:(^ — x,s 

ove s è una nuova variabile, da ritenersi poi quale funzione di jj. 
Ma più semplice è la sostituzione: 

x:= k:(^, seno 9, 
d'onde si trae: * 

x' = k (sen 9 + :^ . cos 9 . 9') 
e quindi: 

;;^x' — X = ^ :;;*. cos 9 . 9'. 

La (5) diviene allora: • 

:v; (^ — h)i . coso . 9' -}- ni^ i — sen^ 9 = 0, 
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oppure 

^ (^ — A) . 9' 4: m = o, 



poiché ^i — sen*9 deve essere assunto tanto coli' uno che col- 
l' altro segno e vale quindi q: cos 9. 

Quest'ultima equazione può scriversi: 

I 



= + 



m 



Integrando quindi, si ha: 

ove C è una costante arbitraria: e ricordando infine la posizione 
'fatta X = i ;( . sen 9, si avrà : 

x== ± ^:5:. seno (^. log ^^:—j, 

risultato che coincide con quello precedentemente ottenuto (9). 

La -(9), insieme alla x^ -{-y^ = V :(', rappresentano la linea 
cercata. Se si pone in quest'ultima eq.°* per x il valore fornito 
dalla (9) stessa, la linea medesima sarà anche rappresentata dalle 
due seguenti: 

x= ± *^. seno f^^ log ^^^J 1 

y=±k^. cos^j^.log-^jj 

ove i segni nei secondi membri possono o no corrispondersi, il 
che significa che la linea sarà simmetrica tanto rispetto al piano x :;; 
che a quello y:^^ risultato questo che poteva prevedersi. 

Se si pone -r . log ^^ — = v, ove v è una variabile ausiliaria^ 
si ha facilmente: 



\ b • 

— V 

I — C ,e 
Quindi la nostra linea avrà anche per equazioni le seguenti, 
ove V può essere riguardata come la variabile indipendente: 

J. Z. J. Z.1. ^^^ 

x= ± kz.senv =. ±kh ^ ^ 

y= ±h:(^.cosv = ±khY^^p j (^O 

h 



K = 



I — Ce/»"' 
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In esse venne per semplicità introdotta la costante p in luogo 

del rapporto -, talché si ha 
m 

p- ^^\ 

La costante C è arbitraria e i segni riferibili ai valori di :c e di jp 
nelle due prime ponno essere combinati nei 4 modi possibili. 

È facile riconoscere direttamente come la linea cosi rappre- 
sentata goda appunto del requisito voluto dal problema. 



Se si dà a C il valore particolare :y;era, le (11) danno luogo 
alle seguenti altre speciali 

x= ±k:(^.senv» y = ±^;jcost/, i = h 
e quindi alle equazioni 

La linea diventa dunque in allora la circonferenza, interse- 
zione della data superficie conica col piano del cerchio dato. Tali 
circonferenze sono dunque concentriche e i loro raggi sono k /;, a. 

Che la circonferenza cosi ottenuta costituisca una fra le infi- 
nite soluzioni del problema nostro, è cosa manifesta, ricordando che 
si ha k^h^<:a\ 

Quando fosse m = o, cioè k^h^ =a^^ alle eq."* (io) debbono 
venir surrogate le seguenti; 

a: = ^ ;( . seno (x,=;z A:^ \ 

le quali coincidono colle (6) trovate direttamente più sopra. 
Infatti, ritornando alla 

questa diviene per m = o : 

?' = 0, 

e di qui si ha 9 = a costante arbitraria. 

Ponendo questo valore nella x = k:(^. sen 9 .e introducendo la 
nuova costante (pure arbitraria) A in luogo di k , sen a, si otten- 
gono le equazioni ora scritte. 
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L'eq." 7i{x — ^) • ?' hF w = o, nel caso in cui rn = o, è sod- 
disfatta anche da :;; == /^, o da :^ = o. Quest' ultima soluzione è da 
rifiutarsi perchè si avrebbe nello stesso tempo x -= o, j' = o, e la 
linea d'altronde, anche esistendo, non potrebbe trovarsi in un piano 
diverso da quello del dato .cerchio. Quanto alla soluzione :ì= h, 
questa dà luogo ancora alla circonferenza (7), la quale venne anche 
ottenuta nel caso di m diverso da zero, come or ora si vide. 



Se si pone la (3) sotto la forma: 

+ k' x' (h — ly — m" (y i' — x') = o 
oppure sotto quest' altra 

k'i\(h-~)'-2k^x^ih-0'.^ + 



+ [*' X' (h - 0' - m^ (*' l' - x^)\ (^] = o. 



l'equazione seguente, ottenuta da queste dietro una determinata 
norma : 

ie ^\ (h - 0'. [*' x' ih-O'- m' (k' ;c' - x')] ~ 

— k*x\'(h — ^' = o, 
ossia: 

può fornire (come vedremo a suo luogo in altri esercizi, veggasi 
Parte Seconda), soluzioni speciali dell' una o dell' altra di tali equa- 
zioni differenziali. 

Quelle che ci verrebbero date in questo caso, se m non è nullo 
sono : 

Le prime due soddisfanno la seconda di quelle equazioni dif- 
ferenziali, alla quale potrebbesi anche giungere direttamente ripi- 
gliando la ricerca dal suo princìpio coli' assumere x quale variabile 
principale, senonchè la soluzione ;5; := o è da rifiutarsi per le ra- 
gioni sopra addotte. 

Quella :(^ = h soddisfa al requisito richiesto dal problema, còme 
può riconoscersi direttamente per via analitica, e dà luogo alla cir- 
conferenza più sopra incontrata rappresentata dalle (12). 
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Riguardo poi alla soluzione x == ± i^;, questa è una vera so- 
luzione singolare delle suddette eq."' dif.", e può ottenersi anche in 
base alla prima delle (io) opportunamente trattata, ma non sod- 
disfa al nostra problema pel fatto che certe precedenti trasformazioni 
eseguite sopra le eq."* di condizioni originarie divengono difettose. 
Ciò si riconosce tosto, osservando che per la (i) si avrà _y = o in- 
sieme alla X =^ ^ k^7 quindi y' = o, x' =^ ± k. 

Ora, questi valori, sostituiti nella 

non la soddisfanno, poiché m è diverso da zero per quanto si è visto. 
La soluzione suindicata diviene soltanto possibile quando sia m = 0. 
E allora essa risulta un caso particolare (integrale particolare^ di 
quella fornitaci dalle (6), cioè la linea è in allora una fra le ge- 
neratrici del cono che giaciono nel piano xtì. 

Concludendo la nostra ricerca, la linea richiesta è quella rap- 
presentata dalle eq.'* (11), oppure è la circonferenza (12). 

Nel caso speciale in cui fosse w = o la linea sarebbe questa 
stessa circonferenza (che coinciderebbe allora colla data), ovvero una 
generatrice qualunque della superficie conica. 



Esercizio 12.*" 

(Tema proposto a Rennes). 

Trovare una curva tale, che: sia costante l'angolo MOT 
sotto il quale si vede, da un punto dato O, la porzione M T di 
tangente a questa curva compresa fra il punto di contatto M e una 
retta fissa. 



Assumiamo per semplicità il punto dato come origine di due 
assi ortogonali, e dirigiamo l'asse delle ^ parallelamente alla retta 
data, cosi che l'equazione di questa sarà 

ove a è una costante data (la distanza del punto dalla retta fissa). 

Le coordinate del punto T di incontro della tangente nel 

punto M (di coordinate x,y) della curva cercata colla retta fissa, 

saranno i valori per X ed 7 che soddisfanno le due eq.°' simultanee : 

X=a 
Y-y=y{X-x\ 
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cioè saranno: 

^. :v + (^ — ''^)-y 

Quindi, i parametri 
angolari delle rette O Af, 
O T saranno dati dai rap- 
porti : 

2 y -\-{ci — x).y^ 

x' a 

e la tangente dell'angolo 
di tali rette sarà espressa da 



X 


a 




, ,y y 


+ («- 


.x)y ■ 


' ^ X- 


a 






Ora, l'angolo MOT deve essere costante, e con esso la sua 
tangente, che dirò ^ ed è una quantità data. Pertanto avremo l'e- 
quazione : 

y y + (^—x)y 

X a 



±c = 



j ^ y y + {^ — x)y '^ 



ossia : 



± r = (a — x) . - 



y — ^y 



(0 



oppure : 

{a — x)(j — xy')=- ± ^[ax+/ + (fl5 — ;y).3^y]. 

Riterrò qui un solo segno pel secondo membro, osservando 
che nel risultato ultimo si potrà intendere sostituito — e ^ e. Si 
dovrà quindi integrare l'equazione differenziale del i.° ordine e i.° 
grado : 

{a — x){y — xy')=-c{ax+y' + {a — x)y y'\ (2) 

La sostituzione y = xty ove / è una nuova variabile, funzione 
di X da determinarsi, che si presenta utile in un gran numero di 
casi, torna qui pure opportuna anche senza mutare la forma della (2). 

Infatti si ha in allora 

y = xt' + t 

y — xy' = — x^ f. 

G. ToKàSELU, Eserciti sulle e^ua^. iifferen^ali. J ^^ ^ 
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Sostituendo questi valori nella (2) stessa, semplificando per 
un fattore x e trasportando tutto in un membro, si ottiene: 

(a — x) X r + ^ [a + X /' + (fl — x) / (x /' + /)] = o. 

Raccogliendo /' avremo dopo qualche riduzione: 

x{x — a){i +ct).t' = ac{i+e) 

nuova eq."' dif.*' dove le variabili sono tosto separate. 
Si avrà quindi: 

I •■\-ct ac 



I + ^* • x{x — d)' 
e integrando: 

J 1 + ^ ] x{x — d)^ 

ove A è una costante arbitraria. 
Effettuando le integrazioni: 

arco tang ^ + ^ log ( i + O = ^ . log ^^~^^ , 

2 X 

ove C è una nuova costante arbitraria che tiene il posto della pre- 
cedente A, 

Ossia si a\y;à: 

, C{x — a) 

arcotang/ = r.log ^^__^ . 

Ripongasi per / il suo valore — , ed avremo: 

I y , C(x — a) 

- . arco tang ^ = log Vt^'^ 

da cui si ricava finalmente la seguente relazione 

I y 

> arco tang - 



x-a = H.\lx'+y\e' ' (3) 

ove H è ancora una costante arbitraria e il radicale può ritenersi 
preso con un unico segno, per esempio, positivamente. 

La (3) è l'integrale completo della precedente nostra eq."' dif.*', 
e la sua esattezza può facilmente provarsi differenziando rispetto ad 
X la (3) stessa, poi eliminando H fra queste due relazioni, con che 
si ottiene la (2), come dovea essere. 

La (3) stessa rappresenta in tutta la sua generalità una curva 
che gode della proprietà richiesta dal problema: e ricordiamo che 
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a e potrebbe anche costituirsi — f, ottenendosi cosi pure una solu- 
zione dello stesso. 

Alla (3) possiamo anche giungere integrando la (2) in un 
modo diverso, cioè mediante l'introduzione di due nuove variabili, 
in questo caso le coordinate polari r, 6 del punto M della curva. 

Poniamo dunque: 

jc = f cos 6, y = r sen 6 

d' onde, riguardando 6 come variabile indipendente e quindi le altre 
variabili come funzioni di 6: 

dx dr ^ ù ^y ^^ ù i n 

^ = ^.cos6-rsen6, ^ =_ senO + r cosO. 

Mutando la variabile da ^ a 6, come fu detto, nell'eq."* dif.** 
(2), e osservando quindi essere: 

, dy _ db 
y ~dx~ dx ' 
db 
essa diviene: 

Ponendo poi in questa per x,yy jr j jg- ì valori precedenti, 
avremo dopo qualche riduzione: 
r(a — r cos 6) + ^1 (^ cos 6 + r sen* ®j( Tft" ^^^ ^ — r sen 6 1 -f 

+ (a — f cos 6) sen 6 . j j^ sen 6 + ^ cos 6 J =0, 
e dopo gli sviluppi e ulteriori riduzioni: 

r(a — r cos 0) -f cla-^^ — r* sen 6 j = o, 

ossia : 

dr 
^^ jg- + ar — (cos6 + rsene)r* = o, (4) 

equazione che tosto si integra, appartenendo essa ad uno dei noti tipi. 
Perciò facciasi quest'altra sostituzione 

I 

u 
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ove // sarà una nuova variabile funzione di 0^ avremo così: 

dr I du 

La (4) diventa per tal guisa, dopo moltiplicazione della stessa 
per u^ e cambiamento generale di segno: 

rt r . jj — ^ w + cos 8 -f- ^ sen = o. (5) 



d^ 
d^ 

'dh 



L'eq."* dif/' ridotta c-j^ — w = o, corrispondente alla presente li- 




neare completa, avrebbe per integrale u = H.e\ 

Facendo variare ora la costante if, abbiamo la nuova eq."' dif. '* 

a e . -TK = — (cos 6 + r sen 6) . ^ ' 
che, integrata, fornisce: 

acH-\- cK=— U'^.cosd.tìfO — f .j ^~ ".senO.^e. 
Il I.** di questi integrali, calcolato col metodo per parti, dà: 

— U ^ . cos 6 . rf 9 = f . ^ ' . cos e + ^ j ^ ^ . sen 6 . i e. 
Sostituendo pertanto questo valore, si ha: 

acH-^- e K==c ,e ".cosO, 

ove K è veramente una costante arbitraria. 



Semplificando ora per e, e richiamando la relazione u^H,e\ 

avremo l'equazione: 

aue " -\- K = e ' . cos , 
d'onde ricavasi 



w = i I cos ò — K.eA, 



Quest'è l'integrale completo della (5). In causa della r= — , sarà 

dunque f = 5 (6) 

cos^—K? 

r integrale completo dell'antecedente (4), come è facile di verificare. 
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La presente equazione rappresenta, fra coordinate polari, la 
curva richiesta. Se poi la si pone sotto la forma: 



r cos 6 — a = Kr . e 

e si trasforma quesr ultima introducendo di nuovo le x, y in luogo 
delle r, 6, si ricade nell'equazione (3), come dovea essere. 

La (6) è però più opportuna per la descrizione della curva, 
ed anche per lo studio delle sue proprietà. 

Casi particolari, 

m 

i.° Se si suppone che la costante H nella (3), o (ciò che 
i lo stesso) la K nella (6), sia nulla, qualunque sia del resto il 

valore di ^ e quindi l'ampiezza dell'angolo costante MOT, si trova 
che la linea è rappresentata •da 

x==^ay ossia da r cos 6 = a, 

cioè essa non è altro in allora che la stessa retta data A T. 

In questo caso però le coordinate del punto T vengono ad 
essere indeterminate, come è chiaro, quindi indeterminato è l'an- 
golo MOT, La presente soluzione sarà dunque da ritenersi valida 
soltanto quando si convenga di assumere il punto T conveniente- 
mente in relazione alla posizione occupata da M sulla retta data, in 

modo cioè che l'angolo MO T sia costante ed abbia per tangente e. 
2.° Se si suppone c = o, la soluzione del caso or conside- 
rato, interpretata nel modo che si è detto, può valere tuttora : e in 
questo caso dovranno essere ritenuti i punti M t T come coin- 
cidenti. 

Se poi si risale alla (i), ovvero alla (2), si troverà oltre alla 
soluzione speciale x — a = ora considerata, quella generale che 
vien fornita dall' eq."* dif.*': 

y — xy' = o 
cioè: 

y = Cx 

ove C è una costante qualunque. 

In allora dunque la linea non è altro che una retta qualsiasi 
uscente dall'origine. E questa gode visibilmente della proprietà ri- 
chiesta ogniqualvolta sia ^ = 0, cioè quando l'angolo Af O i sia 
eguale a o od a tt. 
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3.° Si supponga e = 00; cioè l'angolo MOT debba essere 
costantemente retto. È questo il caso più importante. 
Allora la (3) diviene 

ossia, quadrando, ciò che non ne accresce la generalità, essendo H 
una costante arbitraria che può essere positiva o negativa, si ha: 
(x-ay = H^ix^-}.f) (7) 

e cosi in questo caso la curva cercata è una linea del 2° ordine. 
Lo stesso risultato ci vien fornito dalla (6), che diviene 

Questa mostra che la linea è una delle tre se:(ioni coniche, e 
che è disposta per modo da avere un foco nel punto dato (0) e l'asse 
focale diretto perpendicolarmente alla retta data. Si noti che per quanto 
venne osservato nel caso i.°, ora non si supporrà mai if=o, o, 
ciò che è lo stesso, if=o. 

Ai risultati (7) (8), dedotti dalle formole generali facendo 
^ = co , può giungersi anche direttamente nei modi che qui sotto 
indicherò a titolo di esercizio e per conferma dei risultati medesimi. 

La condizione di perpendicolarità delle rette M^ T viene 
espressa analiticamente da: 

y y + (fl — Jc)/ ^Q 

' jc * a 

ossia da: ^ ;c +)'' + (^ — x) .yy' = o (9) 

cui si giunge tosto anche facendo uso dei coseni di direzione delle 
rette medesime, che sono proporzionali alle coordinate dei punti Af, T: 
Introducendo poi le coordinate polari nel modo prima tenuto, 
la (9) trasformasi, per quanto si vide, in: 

a-rz — r .sen6 = o. 
Separando le variabili, quest'ultima eq."* dif.'* diventa 

ÌL 

dò 
a — 5- 
r 



che integrata, dà: 

Di qui deducesi subito appunto la (8) precedente. 



cose-- = A'. 
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Volendo invece integrare la (9) senza l'uso delle nuove va- 
riabili r, 6, si può valersi della posizione : 

giacché la (9) stessa può esser posta sotto la forma: 

(a-x)(ix+yy)-^x'-[-f=o. 
Dalla posizione fatta, risultando infatti che: 

si ha la novella equazione differenziale 

fra le variabili x, p. Quest'ultima può scriversi 

p'_ 2 

p X — a * 

e conduce quindi subito alla relazione: 

log(^p) = log(jc — ay 
ossia: 

(x-ay-^Aix^ + f) 

che coincide, come dovea essere, colla (7), essendo A una costante 
arbitraria che, per la realità della curva, dovrà essere positiva. 

La (9) stessa può essere altresì integrata col metodo del mol- 
tiplicatore. Indicando con X una funzione di x ed y da determinarsi, 
sostituiamo all'eq."* (9) la seguente: 

(a.x + /).X + (a-x))fX./ = o. (io) 

Ora X deve esser tale che sia: 

ossia : 
ovvero: 

Verrebbe dunque X ad esser determinato mediante quest' equa- 
zione alle derivate parziali. Ma, poiché qui non ci occorre la solu- 
zione generale della stessa, si osservi che si può soddisfare alla me- 
desima supponendo X funzione della sola x. Infatti in questa ipoteri 
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si ha K^ = o e r eq.°" ora scritta riducesi a : 

La presente eq."* dif.** è tosto integrata e fornisce: 

I 



X = 



{x-a) 



3 • 



Possiamo dunque assegnare al fattore X questo valore e Teq."" 
(io) diverrà cosi: 

dhe appartiene al tipo (/). 

Indicando dunque con F una funzione di x ed jy le cui de- 
rivate parziali, rispetto a queste variabili, sono il i."* termine di 
questo primo membro e il coefficiente di y', avremo: 

ove Y (x) rimane a determinarsi. Di qui si ha : 
SF__/__ ,. . 
'dx~{x — ay'^^^ ^''^' 

Dovendo questa espressione essere eguale ad j- =^, do- 
vrà essere: 

, , V ax _ a , a" 

^ ^^) - {x — ay~ (X— ay^ {x — ay 
quindi : 



a — X 2{x — ay 
Pertanto avremo: 

^ '-'^ a — X 2 {x — ay 

L'integrale della (9), sarà dunque per questa via: 

^ I ^' + y' p 

a — .V 2 {x — ay 

ove B è una costante arbitraria; ossia: 

2a{x — d)-\'d'+y^ + 2B{x — ay^o. 

A questa eguaglianza si può dare la forma seguente 
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e se la costante = si ìndica con A, essa diventa finalmente 

I — 2 Jt> 

che è appunto il risultato cui si dovea giungere. 



Fu già indicata qualche proprietà delle curve del 2.° ordine 
che risolvono il presente problema nel caso speciale in cui ^ = 00, 

ora considerato, quando cioè l'angolo MOT h retto. 

Possiamo aggiungere che la retta data è una delle direttrici 
della linea, la più vicina a quel foco che coincide col punto dato. 

Se la curva è una parabola, la retta data è V unica direttrice 
della stessa. 

Infatti, r eq." (7) fra coordinate cartesiane della linea trovata 
può scriversi: 

{H'— i) x' + H' y' + 2 ax — a' = o (11) 

Escludendo che H possa esser nullo, nel qual caso questa li- 
nea si compone di due rette coincidenti colla data A T, la curva 
non potrà essere del genere parabola, anzi una vera parabola, che 
quando sia H*= i. E siccome H^ (H^ — i) ha sempre il segno 
di quest'ultimo binomio, concluderemo essere la linea in discorso: 
una parabola, se H^ = 1 
» elisse » jff * > I 
» iperbole » if * <; i . 
Nel caso della parabola l'equazione sopra scritta riducesi a 



/: 2a.[x-^). 



Questa dimostra (con facile trasporto d' assi parallelamente a 
loro stessi) che il vertice si trova nel punto di mezzo della retta 
OA, che il suo asse è diretto secondo questa stessa retta (come 
sapevasi), che il suo parametro è naturalmente determinato e che 
la curva è diretta dalla banda delle x negative, se si suppone (come 
sempre faremo per semplicità) a positivo. Da ciò emerge senz' altro 
che la retta data è la direttrice di tutte queste parabole. 

Nel caso d'un' elisse o d'una iperbole si ha facilmente che 
le coordinate del centro sono 

a 
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Con un trasporto parallelo d'assi, l'equazione (ii) di tali 
curve si trasformerà dunque nella seguente riW(?//a; 

+ T^ =I> 



a'H' 



{H'—iy H'—i 

dal che concludiamo che il centro è sulla retta A (p sul suo 
prolungamento): esso giace sulla direzione negativa o su quella 
positiva dell' asse delle ascisse secondo che si tratta d' una elisse 
o d'una iperbole. L'asse maggiore nel i.° caso, quello reale nel 
2.° caso, coincidono sempre colla OA (in direzione). 
Posto per brevità 

, a^ W 2 a" 

* =7773 — -NI, P 



avremo : 

dove e è l'eccentricità. 

a» / 

Ora, essendo, come è noto, ~ I che ha qui per valore asso- 
luto Tr) il valore dell'ordinata della curva innalzata sull'asse focale 

da uno dei fochi, e risultando sempre _y= ± jz dalla (ii) quando 

vi si faccia x = o, concluderemo subito dal paragone di questi va* 
lori che l'origine è appunto uno dei fochi della elisse o della 
iperbole in discorso. 

E siccome di più è noto che il rapporto dell'ordinata suin- 
dicata all'eccentricità fornisce la distanza del foco dalla corrispon- 
dente direttrice, questa sarà nel presente caso espressa da: 

-rr- y cioè sarà a. 
Hz 

Non resterebbe che l' incertezza dall' essere la retu A T data, 
piuttosto che la sua simmetrica rispetto all'origine (foco della curva 
per quanto si vide), una direttrice della nostra linea. 

Ma il dubbio è presto tolto se si ricorda la posizione occu- 
pata dal centro, secondo che trattasi d'una elisse o d'una iperbole, 
e si concluderà che la ^ T è veramente la direttrice che corrisponde 
al foco 0, Le sezioni coniche, di cui è parola, saranno dunque di- 
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sposte rispetto al punto ed alla retta data come appare dalle se- 
guenti figure. 




Fig.14.1 



Fig. 14.» 
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Fig. 14.» 

Anche in base all' equazione polare (8) trovata per queste li- 
nee, nel caso dell'angolo MOT retto; si può dimostrare che la 
retta data è una direttrice delle stesse. 

Se si pone A'= — -p, ove E è ancora una costante arbitraria, 

la (8) stessa può scriversi: 

aE 
I + ^ cos 6 ' 

Di qui risulta che E è l'eccentricità (arbitraria) e che aE k 
l'ordinata innalzata sull'asse focale da uno dei fochi della curva: 
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(e questi valori concordano con quelli testé trovati per questi stessi 
elementi quando la costante era H). Il rapporto fra l' ordinata stessa 
e l'eccentricità sarà a^ e questa sarà dunque la distanza della di- 
rettrice che corrisponde al foco O (polo) dal foco medesimo. Per 
questo fatto e per essere disposte le curve rispetto al polo (indipen- 
dentemente dalla posizione delle direttrici) cóme furono or ora dise- 
gnate, ciò che risulta dalla considerazione della precedente espres- 
sione per r, qualunque sia il segno di E, purché si ritenga a positivo, 
resta appunto provato che la retta data é direttrice per quelle nostre 
sezioni coniche, quella precisamente che corrisponde al foco 0. 

Emerge di qui che per una qualunque delle sezioni coniche 
sussiste la seguente rimarchevole proprietà che può fornire una fa- 
cile costruzione della tangente in un loro punto qualsivoglia: 

Se in un punto M qualunque d'una se:(ione conica si conduce 
la tangente fino ad incontrare in T una direttrice della linea^ le rette 
condotte dal foco corrispondente, al punto di contatto M e a questo 
punto T, sono perpendicolari fra loro. 

Applicando questo teorema, per ognuna delle sezioni coniche 
sopra disegnate, al punto (indicato con P) la cui ordinata rispetto 
all'asse focale incontra questo nel foco stesso che si considera, si 
concluderà che la tangente, in esso punto P passa costantemente pel 
punto A in cui la direttrice incontra l'asse focale. Infatti l'angolo 

PO A è sempre retto. 

Lo stesso teorema fornisce anche una costruzione assai sem- 
plice delle direttrici d'una elisse, che è la seguente. Si conducano 
dai due fochi le perpendicolari alle rette che li congiungono con 
uno dei vertici della curva posti sull'asse minore e si trovino i 
punti di intersezione di taU perpendicolari colla parallela all'asse 
maggiore condotta per il vertice considerato. Per i due punti otte- 
nuti passeranno le due direttrici cercate. 

PROBLEMA DELLE TRAJETTORIE. 

Esso consiste nella ricerca di una linea che seghi ortogonal- 
mente, o in generale sotto un angolo a dato^ maggiore o minore 
di 90°, una serie infinita di date linee poste in uno stesso piano. 

Siccome la soluzione generale di questo problema fornisce non 
una linea sola, determinata, sibbene tutta una serie di curve che sod- 
disfanno al requisito voluto, cosi si hanno nel primo caso le tra- 
jettorie ortogonali, nel secondo le trajettorie oblique del dato sistema 
di linee. 
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Questo problema può essere generalizzato, supponendo che le 
linee date appartengano ad una data superficie, sulla quale dovranno 
giacere anche le * rispettive trajettorie, e sieno per esempio linee 
speciali della superficie stessa, ma di ciò faremo cenno in seguito. 
Ora ci limiteremo alla considerazione del caso più semplice e più 
comune sopra esposto in cui le linee sono piane. 

La ricerca può farsi tanto usando le coordinate cartesiane 
come quelle polari. 

Caso delle coordinate cartesiane. 
L'equazione che rappresenta ogni linea della data serie sia 
f(x,y,k)=^o. (i) 

Tali linee ottengonsi col far variare la costante k passando 
dall'una all'altra. 

Se si differenzia rispetto ad x tale equazione, cosi da avere 
quest' altra 

e si elimina k fra queste due, si otterrà la seguente: 

Hxyy>y)=^^f 

ove y = '-^ per brevità di scrittura. 

Si immagini poi risolta quest'ultima rispetto ad y, e se ne 
otterrà : 

/ = X(x,y). (2) 

È evidente che tale relazione ci darà il valore di y (para- 
metro angolare della tangente) per un punto (xy y) qualsivoglia 
che appartenga ad una qualunque delle linee rappresentate dalla (i). 

Talché, assegnati ad x e ad ^ valori arbitrari, la (2) ci darà il 
valore di y' corrispondente al punto cosi rappresentato, cioè la di- 
rezione della tangente in tal punto a quella fra le curve della serie 
rappresentata dalla equazione (i) la quale contiene il punto stesso. 
Questa curva verrebbe ad ottenersi col ricavare dalla (i) stessa il 
valore di k, intendendo posti per x ed y i suaccennati valori loro 
attribuiti. 

Ciò posto, se si suppone essere M un punto qualunque (di 
coordinate x, y) d'una trajettoria AB ortogonale della data serie di 
linee come jL,, i^, poiché il parametro angolare della tangente a 
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dy 
tal curva A B, in M, è — , mentre il parametro angolare della 

3 tangente alla linea L (della data serie) 

la quale contiene quel punto M, in M 
stesso, è dato dall'espressione antece- 
dente X(a:, j), è chiaro che in causa 
- della perpendicolarità di quelle due 
' tangenti si avrà: 

dy 




i+U^,>')-jt = o. (3) 



Fig. 15. 



Questa relazione dovendo aver luogo per le coordinate di un 
punto qualunque della AB, sarà l'eq.'''' dif.** d'una trajettoria, e 
integrandola si otterrà (a motivo della costante arbitraria che cosi 
si viene ad introdurre) l'eq." in termini finiti che rappresenterà 
tutte le trajettorie ortogonali della serie data di linee (i). 

In altri termini l'eq."* difJ* (3) delle trajettorie ortogonaU è 
quella che si ottiene eliminando k q p fra le tre seguenti relazioni : 

dy 
od anche, è quella che si ha eliminando k fra le due seguenti: 



giacché dall'ultima precedente ricavasi /> = 

non è altro che 

•é' + '^ 'P^^- 



(4) 



dx 



e la 



Se si tratta invece di trajettorie oblique, per una nota for- 
mola sarà 

la tangente dell'angolo della toccante in M alla trajettoria colla 
toccante in M stesso alla linea L della data serie, che passa per tal 
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punto. Ora, quest'angolo, per dato, è costantemente a, dunque 
avremo l'equazione: 

tang a = ± j- , (5) 

che sarà l'eq." dif.** delle trajettorie oblique create. 

La precedente (3), pel caso delle trajettorie ortogonali, di- 
scende da questa, facendo a = - . 

La (5) può anche scriversi come segue: 

d V 
[tang a . X (x,y) if i]. j^ + tang. oc ± X (x,y) « o (6) 

€ sotto questa forma appare essete del i.° ordine e i.° grado 
come la (3). 

Possiamo dire qui pure che tale eq." dif.*' (6) è quella che 
si ottiene eliminando k t p (tz le tre relazioni seguenti: 
f(xyy> *) = o> ? (x.yyp, *) = 0, 

(tang a ./> q: i) .-2 + tang a ± /) = 0, 

oppure eliminando k fra le due 

/(.,,.*)-o. {ung..lléll)'JL±ll-,.ug ,.§1.0. (7) 

giacché p viene a sparire dal sistema delle tre equazioni precedenti 
col porre per p stesso nell'ultima di esse il valore ricavato dalla 
9=0, cioè 

a/ 
dx 



/>=■ 



d y 



L'eliminazione cosi eseguita della quantità k potrebbe con- 
durre a un'eq.°* dif.^ delle trajettorie oblique (e lo stesso dicasi 
per le ortogonali) di grado superiore al primo. 

Paragonando questo risultato con quello che ci è dato addirit- 
tura dalla (6) non v'ha però che un'apparente contraddizione, 
poiché avverrà in questo caso necessariamente che vari siano i va- 
lori di ^', cioè varie siano le funzioni X tratte dalla (2), e quindi 
la (6) darà luogo a più equazioni di quella forma, cioè a più tra- 
jettorie, di diversa specie in generale. 
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In ogni caso poi se la serie delle trajettorie è tale che esse 
possano dar luogo ad un inviluppo, questo costituirà pure una so- 
luzione del problema in discorso; cioè l'inviluppo stesso segherà, 
come è chiaro, tutte le linee della serie data sotto l'angolo co- 
stante a che compete alle trajettorie suddette. 

La equazione (6), a motivo del doppio segno, darà luogo in 
ogni caso ad una doppia famiglia di 
trajettorie oblique che segano pur sem- 
pre le linee date sotto uno stesso an- 
golo a. Questo fatto è facilmente spie- 
gato, osservando che per uno stesso 
.punto M d'una data linea si ponno 
far passare due trajettorie (TT, ti) 
secondo la direzione che si dà alla 
tangente in M stesso a quella linea, 
cioè secondo il modo con cui si assume 
l'angolo a. Scorgesi anche che la (6) 
stessa non muta se si cambia l'an- 
golo a nel suo supplementare :: — a, 
per modo che in questo secondo caso 
si avrebbero le stesse serie di trajet- 
torie. Osservando la figura si vede tosto come tale conclusione fosse 

da attendersi. Quando a = - le linee TTytt si confondono in una 

sola, talché si ha un solo sistema di trajettorie ortogonali. Tale in- 
fatti è quello che ci vien dato dalla (3) precedentemente trovata. 

Caso delle coordinate polari. 
Questo può venir trattato appoggiandoci a quanto venne ora 
esposto nel caso delle coordinate cartesiane. 

Osservando che j2_^ parametro angolare della tangente alla 

trajettoria AB nel punto M, viene espresso da_ 

-3-r- sen 6 + r cos 8 
ali 







rsenO 



per mezzo delle coordinate polari di esso punto, e che X(Ar, v) sarà 
similmente espresso da 

(X. (r, 6) . sen 6 4 r cos 6 

u (r, 0) . cos — r sen H 
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j 
ove (x. (r, 6) è il valore di j^ relativo alle curve della data serie, 

il quale si ricava dall'equazione che si ottiene coli' eliminare la co- 
stante k fra quella che rappresenta fra coordinate polari le curve 
stesse e l'altra che se ne deduce col differenziarla una volta rispetto 

dy 
a 0, la sostituzione di tali valori di j^ e di >.(x,_y), espressi me- 
diante le r, del punto M, nella (5) darà : 

j 

Al A jT" sen 6 + ^ cos 6 

. , a . sen 6 + f cos £? 6 ' 

tanga.u -f 5- 5 ..— 

° / U..C0S6 — rsen6 dr ,, ^ 

^ ^ jT- cos 6 — f sen 6 

■rr sen 8 + r cos 6 ^ , . ' 

db I fi. . sen 6 + ^ cos 8 1 

dr f. ^ u..cos8 — r sen 61 

-TTT cos — r sen 8 ^ 

La presente, riducendo al medesimo denominatore e facendo 
alcune semplificazioni che si presentano evidenti, diviene: 

tang«.[r' + Kr,e).^]=±r[Kr,e)-^] (8) 

ossia : 

[tanga.fi(f,e) ±r].j^ + r[.tanga.r 4:{x(f,e)] = o. (9) 

Questa è l'equazione differenziale delle trajettorie oblique delle 
linee della data serie, fra coordinate polari. Essa corrisponde alla 
precedente nostra (6) fra coordinate cartesiane. 

Alla (8) si può giungere altresì seguendo quest'altra via più 
diretta. 

Se r, 6 sono le coordinate d' un punto M d' una trajettoria 
obliqua AB della data serie di linee, è noto che la tangente, del- 
l'angolo della toccante a tal linea AB in M col raggio vettore del 
punto M stesso è data da 

r 

dh 

Nel medesimo punto M, considerato come appartenente ad 
una linea della data famiglia, la tangente dell' angolo della toccante 

G. ToMASELU, Ewd^ suiìt equa^. iifftren\iaU. 6 
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alla stessa col raggio vettore OM, è data analogamente da: 

r 



f^(r,e)' 



dr 



ove questo donominatore rappresenta il valore di j^- ricavato dal- 
l' equazione polare y (r, 8, i) = o della serie di curve date e tale da 
non contenere la costante k variabile da curva a curva; sicché p.(r,0) 
avrà il significato poc'anzi attribuito a questo simbolo, cioè sarà il 

d r 
valore di %v- che si ricaverebbe dal risultato dell' eUminazione di k 

fra le due equazioni: 

La differenza dei due angoli ora considerati, che trovansi en- 
trambi da una stessa banda rispetto al raggio vettore OMRy avrà 

dunque per tangente; 



± 




dr 


V-ir, 


.<») 


, 1 


I -r 


C'-.O) 


dr 
'dò 



Fig. 17. 



e sarà == a o tt — oc per ipo- 
tesi. Dunque per ogni punto 
della trajettoria considerata 
dovrà sussistere la relazione : 



Questa pertanto sarà l'eq."* dif.'* fra coordinate polari delle 
trajettorie oblique cercate del dato sistema di curve. Essa coincide 
colla (8), come dovea essere. 

Possiamo anche dire che l'eq."* dif.** in discorso si ottiene 
eliminando i e (jl fra l'ultima qui scritta [cioè la (8)] e le due 
precedenti : 

ossia, eliminando k fra le due equazioni: 

Kr,M)=o.,[|l+|l^jl]*.„g..[..|l-fl^jl]-o.(.o) 
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Se si tratta dì trajettorie ortogonali, dovendo essere allora 
tang a = 00, concluderemo facilmente dover sussistere la 

oppure, se la variabile assunta è invece il raggio r: 

^'•^ + K''.e) = 0. (12) 

Quest'eq."* (11), [ovvero la (12)] sarà l'eq." dif.** di tali 
trajettorie ortogonali, intendendo posto per [x (r, 6) il valore dedotto, 
nel modo che si è indicato prima, dall' eq."* della serie delle date 
linee e da quella ottenutane derivando. 

Che se ricorriamo invece alle (io), l'eq."' dif.'* cercata pel 

caso in cui a = — , è quella che nasce dall' eliminazione di i fra 
le due relazioni: 

y(r,e,*) = o, r_i_^._=o. (13) 

Le formole polari (9), (io) corrispondono a quelle cartesiane 
(6), (7) pel caso in cui si tratti di trajettorie oblique. 

Le formole polari (11), (13) corrispondono a quelle carte- 
siane (3), (4) pel caso in cui si tratti di trajettorie ortogonali. 



Come verifica loro, consideriamo i seguenti casi semplicissimi 
nei quali è già noto a priori quali curve sieno le trajettorie cercate. 
L° Le linee date sieno tutte le rette fra loro parallele rap- 
presentate dall'equazione y = hx -^ k, dove k k il parametro varia- 
bile dall'una all'altra, h è costante e ci dà l'inclinazione di tali 
rette sull'asse Ox. 

Cerchiamone le trajettorie oblique sotto l' angolo a, e facciamo 
perciò uso delle formole cartesiane (7). 

Dovremmo eliminare k fra le relazioni seguenti [essendo qui 
f(ix,y,k)='hx-y + k] 

h X — y -f- A = o, (h tang a qp i) . -7^ + tang a ± A = o : 

ma quest'ultima, non contenendo A, è già l'eq."' dif/* delle nostre 
trajettorie. 

Pongasi per semplicità A = tang<i), ove co è l'angolo delle 
rette date coli' asse delle x e quell'eq."* diverrà: 

dy h ± tang a r i ^ 

j — i ' = tang (co ± a) 

dx i:F/;.tanga 5V y n \ 
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che, integrata, dà: 

y = tang Qù ± oì) ,x -{- A 

ove A è una costante arbitraria. 

Concludiamo che le trajèttorie cercate formano un altro si* 
stema di rette parallele, inclinate sulP asse delle x (come era a pre- 
vedersi) dell'angolo o + a oppure co — a. 

n.° Le linee date sieno tutte le rette uscenti dalVorigine rap* 
presentate da j^ == i x, quando k varia. 

Cerchiamone le trajettorie ortogonali, e facciamo perciò uso 
delle formole cartesiane (4). Queste divengono in tal caso: 

kx — y = o, *.-7^+i=o. 
-^ • dx ^ 

L'eliminazione di k fra di tsse conduce all'eq."' dif.**: 

' ^ dx 

che ha per integrale completo: x^-\-y^ = C Dunque le trajettorie 
cercate sono tutte le circonferenze che hanno per centro il punto Q. 
comune alle rette date. 

nL° Le linee date essendo le rette di eq."' y = kxy come 
nel caso ora trattato, cerchiamone le trajettorie oblique. 

Converrà usare in questa ricerca le formole polari (io). 

All'eq."* data delle rette corrisponde la seguente fra coordi- 
nate polari 

ove jff è il parametro variabile da retta a retta. 

Le (io), applicate al presente caso, divengono: 

e — if=o, f + tanga.j^=o. 

La seconda di queste, non contenendo Hy è già l'eq."' dif.** cer^ 
cata delle trajettorie. Essa può scriversi: 

i dr , 
-.^=±cot« 

ed ha per integrale completo: 

Come era da attendersi, le trajettorie stesse sono quindi tutte 
le spirali logaritmiche per le quali l'angolo costante della tangente 
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col raggio vettore k ol o % — a, spirali tutte identiche fra loro, 
salvo la diversa orientazione rispetto all'asse polare. 

Ove fosse a == - la loro equazione, tuttora valida, dà 

r=C, 

quindi le trajettorie divengono circonferenze di raggio arbitrario 

col centro nel polo, e questo risultato comcide con quello ottenuto 

nel caso precedente, trattato coli' uso delle coordinate cartesiane. 

?¥* 
In quest'ultima supposizione a = — le trajettorie cercate si 

2 

ponno anche ottenere usando le apposite formole (13). 

Qui esse divengono: 

poiché si ha: 

ae ' dr ' 

come or ora. La seconda equazione, non contenendo fl, è già 
r eq.'* dif.** delle trajettorie ortogonali richieste. Essa ci dà dunque 
immediatamente r = C, come dovea essere. 

IV.** Le linee date sieno le infinite spirali equiangole rap- 
presentate dall'equazione polare: 

quando k varia. Ci proponiamo di trovarne le trajettorie oblique, 
essendo a l'angolo di intersecamento. 

Converrà qui pure approfittare delle formole polari (io), che 
divengono : 

jfe,^ot«.9_;.«=o, rUcota.e'^'*-^ — j^ 4: tanga. 



p + É.cota.e^««-^^l = o. 



Eliminando A, cioè sostituendo per A.^®**-^ il valore r che 
si ha dalla prima relazione nella seconda, abbiamo: 



rcota — j^ q:tang 



«|r + cot«.^] = o. 



il 

de 

Tenendo il segno superiore, quest'equazione può scriversi: 

dr 
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ossia: 



o più semplicemente: 



I — tang* a d^ 

2 tang oc ""* fl[ 6 * 



dr 
r.coticc^^j^, 



La presente, integrata, dà: 

ove D è una costante arbitraria. Quest'equazione rappresenta una 
prima serie di trajettorie oblique pel dato sistema di spirali. Essa 
è costituita pure da spirali equiangole tutte eguali fra loro (salvo 
la diversa orientazione rispetto all'asse polare), per le quali l'an- 
golo costante della toccante col raggio vettore è 2 a . Se fosse 

a = — , cioè a semiretto, le trajettorie cosi trovate diverrebbero cir- 
conferenze concentriche col polo 0. 

Se invece, ritornando alla precedente eq."' dif.*', teniamo il' 
segnò inferiore, previa opportuna trasformazione coli' introdurre r, 
anziché .6, quale variabile indipendente, abbiamo come eq."* dif.** 

— = 0, ciò che fornisce 6 = L quale eq."* polare della seconda 

serie di trajettorie cercate. Essa è dunque costituita dalle infinite 
rette che passano pel polo, qualunque sia l'ampiezza dell'angolo a 
dato. SI questo che i precedenti risultati erano appunto da attendersi. 
Le trajettorie ortogonali delle spirali logaritmiche or ora con- 
siderate, rappresentate da 

quando k varia, sono altre spirali della stessa specie. Infatti le (i 3) 
divengono qui: 

;^ .^cot«.6_ ^ „ o, r' + it . cot a . <?"*« -^T^ = o, 

a 

da cui, eliminando è, deducesi l'eq." dif.'*: . 

dr 

L'integrazione di questa di: 



r = M ,e , 



dal che concludesi appunto che dette trajettorie ortogonali sono 
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tutte le spirali equiangole per le quali è a + — l'angolo della tan- 

2 

gente in ogni punto col rispettivo raggio vettore. 

^1^^.^..^ 

Esercizio 13.° 

Trovare le trajettorie ortogonali delle famiglie di spirali rap- 
presentate dalle equazioni 

r==JtO, r9 = Jfe 

e quelle della famiglia delle parabole aventi medesimo asse e me- 
desimo foco, dirette dalla medesima banda. 



Torna manifestamente opportuno in questa ricerca l'uso delle 
coordinate polari r, 6 che entrano appunto nelle date due equazioni. 
Applicando dunque le formole (13) al 

Caso delle spirali d'Archimede 
rappresentate dall' eq.~ r^=h^^ avremo le seguenti : 

jfee — r = o r' + Jt^ = ò. 

L'eliminazione di k fornisce l'eq."* dif.**: 

, I dr 

ossia: 

Integrando la presente si giunge tosto al risultato: 

r^C.e '. 

Quest'equazione rappresenta dunque le trajettorie ortogonali richieste. 
Egualmente semplice sarebbe la ricerca delle trajettorie oblique 
di quella serie di spirali. Le formole (io) divengono qui mfatti 
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Questa eq."* dif/% posta sotto le forma 

i dr I q: 6 tang a 

r Jf ~ e ± tang a * 
fornisce subito per integrai completo: 
r ri T 9. tang « 
^A J 6 ± tang a 

= T . tang a + — -^ log (6 ± tang a) 



cos a 

co9"a 



= q: 6 . tang a + log (0 ± tang a) 
ossia : 

r = ^.(e±tanga)^°•'^e=^••*"^«^ 

Tale eq."* rappresenta dunque le due serie di trajettorie oblique 
in discorso. 

Caso delle spirali iperboliche 
rappresentate dall' eq.~ r6=sife. Si avranno qui le relazioni: 

r8 — ib = o, ^®— T^ = <^- * 

Quest'ultima, non contenendo Jfe, rappresenta già diflferenzialmente 
le trajettorie ortogonali richieste. La loro equazione in termini finiti 
sarà dunque: 

?! 
r = D.e^ 

ove D è una costante arbitraria. 

Se si volessero invece le trajettorie oblique della famiglia di 
spirali qui considerate, basterebbe applicare le (io); si avrebbero 
cosi le relazioni seguenti: 

f-e — * = o, r + e.j^±tanga.[re— jJ-j=o 

e quest'ultima risulta cosi essere la loro equazione differenziale. 
Essa può scriversi: 

1 dr . i ±ò . tang a 

7 Je"^ e T tanga ~^' 

epperò, integrata, conduce tosto al risultato 

I 
r = 5.(0q:tanga)r^"^^^*^'^«*, 

che rappresenta cosi tutte le trajettorie oblique in discorso. 
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È rimarchevole P analogia, anzi l' identità di forma, fra i pre- 
denti risultati che si riferiscono alla serie delle spirali iperboliche e 
quelli che furono or ora trovati relativamente alla famiglia delle 
spirali d'Archimede. 

Caso ddle parabole omofocali. 

Riferendo queste curve al loro foco comune (come polo) e 
al loro asse (come asse polare), esse saranno rappresentate da: 

k 
'' — I _ cos e ' 

ove supporremo che k sia sempre positivo onde le parabole stesse 
5Ìeno dirette tutte nel medesimo verso; il loro vertice si troverà 
dunque costantemente sul prolungamento dell'asse polare. 
Si ricava da quell'equazione: 

dr __ JSgsenO 

Jé'""~(i — cose)' 

k 
e, ponendo per — -* r il valore r dato dalla precedente: 

^ ^v r sen 6 

a (r, 6) = , 

*^ ^ ^ I — cos 6 ' 

ove \f. (r, 6) ha il significato stesso attribuito più sopra a questa fun- 
zione. In questa espressione notiamo che r deve assumere valori 
soltanto positivi in forza dell'osservazione or ora fatta circa il se- 

k 
gno di 4, giacché è chiaro che r sarà pur sempre positivo. 

L'equazione (11) diverrà adunque la seguente, ove r dovrà 
assumere valori positivi: 

senO dr 

^ — i_cose-i9""^^ 

e a questa stèssa giungerebbesi, come è chiaro, facendo uso delle 
(15). Ponendola sotto la forma: 

I dr I , cos 6 

r ' dò sen 6 *" sen 6 

avremo integrando: 

• r , , I -f cos 6 , , ^ 

log^ + log ^^Q + logsenO = 0, 



ossia : 



log ^=- log 



C ^i+cosfl' 
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e infine: 



r=i 



I -(- cos ' 



Tale eq.°' rappresenta cosi le trajettorie ortogonali richieste. 

Esse sono adunque pure 
tante parabole aventi per 
foco e per asse il polo e 
l'asse polare. Ma siccome 
r deve esser positivo, per 
ciò che si disse più sopra, 
lo stesso deve avvenire di 
_jp C; epperò le parabole cosi 
ottenute formeranno un si- 
stema omofocale al dato, 
ma saranno dirette da ban- 
da contraria; tss^ avranno- 
dunque i loro vertici posti 
sulla direzione positiva del- 
l' asse polare. 

Concluderemo che due sistemi siffatti di parabole, rappresen- 
tati nella figura qui a fianco, si intersecano ortogonalmente. 




Fig. i8. 



Le trajettorie oblique della data serie di parabole si ponno 
pure ottenere senz' alcuna difficoltà. 

In questo caso, ritenuto ancora r = r , le (io) ci con- 

^ I — cos 6 ^ ^ 

durr ebbero infatti all'eq."* dif.*' 

i dr . sen 6 ± tang a . (i — cos 6) ^j. 

r dò I — cos 6 q= tang a . sen 6 ^ '^ 

la cui integrazione potrà implicare calcoli alquanto prolissi, ma può 
certamente eseguirsi in. termini finiti. 



La proprietà che si vide aver luogo per le parabole omofocali 
ora considerate, nel caso in cui si tratti di trajettorie ortogonali, sus- 
siste affatto analogamente per le cardioidi. 

Cioè, è facile provare che i due sistemi di cardioidi qui di 
seguito disegnati, pei quali le equazioni sono: 

r = ife(i — cos 6), r = a(i-fcos6) 

si intersecano ortogonalmente. Le costanti ky a debbonsi però ritenere 
dello stesso segno. 
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È facile altresì dimostrare che una retta qualunque uscente 
dal polo sega tutte le cardioidi dell' un sistema sotto angolo co- 
stante, variabile però 

y 




Fig. 19. 



da retta a retta. Cosi 
Tasse polare Ox le toc- 
ca tutte, oppure le se- 
ga sotto angolo retto, 
mentre la perpendico- 
lare Oy all'asse polare 
le sega sotto angolo 
semiretto. Ciò signi- 
fica che, fra le infinite 
trajettorie oblique, sot- 
to l'angolo a, di un 
tal sistema di cardioi- 
di, trovasi sempre una 
certa retta passante pel 
polo. Questa cosa può 
verificarsi direttamente 
scrivendo l'eq." dif.*' di tali trajettorie oblique, che coincide colla 
superiore (A) tranne nel segno, (dopo avervi mutata la variabile 
indipendente da 6 ad r) e osservando che Teq."* è allora soddi- 
sfatta da 6 = co, se co è tale che sia 

I — cos co 4: tang a . sen co == o. 

Anzi, deducesi di qui che due sono le rette che godono di 
tale proprietà e che vengono individuate dalle relazioni: 
co = 2a, co = — 2 a, 

cosicché riescono simmetricamente inclinate sull'asse polare, come 
era a prevedersi. 

Siccome poi altrettanto può dirsi per riguardo all'eq."' dif.** 
(^A) stessa, cosi avremo che la proprietà suindicata sussisterà an- 
che per una serie di parabole omofocali dirette nel medesimo senso. 
Inoltre le rette inclinate dell' angolo 2 a o — 2 a sulP asse polare 
segheranno tali parabole sotto l'angolo a stesso sotto il quale qssq 
segano il sistema delle cardioidi testé considerate. 

Ne concludiamo che, nei punti di intersezione d'una di que- 
ste rette colle une e colle altre linee, le tangenti a queste sono 
inclinate egualmente rispetto alla retta stessa e sono rivolte tutte 
da una banda le tangenti che si riferiscono ad un medesimo sistema 
di curve. 



Digitized by 



Google 



92 



EsercÌ7^t riferibili *ad equazioni differen:(iali 



La sottostante figura serva di schiarimento a questa conclu- 



sione. 



Le linee segnate in modo continuo appartengono ai due si- 
stemi sopra considerati, pei quali le equazioni sono: 

k 



I — cos I 



r = k(i — CosO) 




Fig. ao. 



ove k si ritiene positi- 
vo. È ad esse linee che 
va applicata la conclu- 
sione precedente. 

Se però si ricor- 
da la proprietà or ora 
dimostrata, comune a 
due. sistemi di para- 
bole, o di cardioidi 
(oppostamente dirette) 
di segarsi ortogonal- 
mente, si potrà ri- 
conoscere facilmente 
come la surripetuta 
conclusione sia valida 
anche pel caso delle 
linee segnate come 
punteggiate nella fi- 



gura stessa, per le quali le equazioni sono 

r = — ; T , r = C . (i -f cos 0) , 

I + cos 6 ' ^ "^ 

essendo C positivo. Ma in questo caso l'angolo della tangente colla 
retta considerata passante pel polo è espresso diversamente in fun- 
zione di co. Se l'angolo stesso viene indicato con p, si avranno le 

relazioni 

C() = 7r — 2P, <ù = — (t; — 2P) 

facilmente dimostrabili anche direttamente. 



Le ricerche qui eseguite delle trajettorie si ortogonali che obli- 
que dei sistemi considerati di spirali, di parabole omofocali, non- 
ché di cardioidi, rientrano palesemente tutte in una alquanto più 
generale; quella cioè che si riferisce alle trajettorie ortogonali od 
oblique della serie di curve rappresentate dall' eq." polare: 



r = Jt.F(e) 
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ove F è una funzione qualsivoglia di e non contiene la costante k. 
È facile allora provare che il problema è sempre riducibile alle 
quadrature; infatti le equazioni differenziali delle trajettorie richieste 
ponno venir poste sotto le forme seguenti: 

I dr , F(e) 

7 ?¥ + F^ "" ^ P^' ^^ ortogonali. (5) 

I dr P(e]qiF(e).tang a , ... _. 

7Jè = f(e)±f-(e).tan8z P^^ 1^ oblique. (C) 

Per ricadere quindi nei risultati dianzi ottenuti, basterebbe 
dare successivamente in queste formole ad F la forma che compete 
ai casi sopra trattati ed effettuare l'integrazione delle medesime. 
L'eq."* dif.*' (C), potendosi scrivere: 

db F(e) AF(e).tangQc 
''•rfr'~F'(e):FF(e).tanga' 

ammette fra le altre soluzioni particolari la seguente : = 6^ co- 
stante, ove 6^ ha per valore il valore d'una qualsiasi fra le radici 
dell' equazione ordinaria : 

F(e;)±F'(e).tang« = o. (D) 

Epperò fra le infinite trajettorie oblique cercate vanno anno- 
verate alcune rette, determinate per numero e per direzione, uscenti 
dal polo. 

A conferma di questa conclusione basta osservare come dalla 
eq."** r = Jt.F(6) d'una linea qualunque della serie, si tragga: 

dr^~F(b) 

db 

e come sia quindi costante l'angolo della tangente col raggio vet- 
tore quando il punto di contatto è il punto di intersezione d'una 
qualsiasi fra quelle curve con una retta arbitraria passante pel polo, 
diretta in un senso determinato. 

Se di più si osserva che, mutando la funzione F (6) in -pjg^ > 

l'equazione (JD) non viene a cambiare, cosicché per uno stesso va- 
lore dell'angolo a si vengono ad ottenere le medesime rette or 
ora ottenute, si conclude tosto che ognuna di queste segherà i due 
sistemi di curve rappresentate dalle equazioni 



r = ^.F(e), r = ^^ 
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sotto il medesimo angolo a. Ma le tangenti alle une saranno in- 
clinate da un banda, quelle alle altre dall'altra banda rispetto alla 
retta stessa uscente dal polo: e che ciò sia, risulta dal cambiamento 

r m 

di segno (non di valore) che il rapporto -^ — viene a subire quando 

si cangia f (6) in eyS^' come fu detto. 

La proprietà che cosi ha luogo è dunque una generalizza- 
zione di quella che testé si dimostrò sussistere per riguardo ai si- 
stemi di parabole e di cardioidi considerate, le cui equazioni sono 
appunto delle forme suindicate. 

La proprietà stessa sussisterà adunque anche pei sistemi di 
spirali che furono considerate più addietro, le cui equazioni erano 

Esercizio 14.° 
^ (Boole. N. 6, pag. 270). 

Trovare le trajettorie ortogonali del sistema di circonferen:(e 
aventi il centro sull'asse delle x e passanti per l'origine degli assi. 

Assumendo al solito assi ortogonali, avremo come equazione 
generale di tali circonferenze: 

ossia 

x^ -j-y^ — ikx^^o, 

ove i è il raggio variabile dall'una all'altra. 

L'equazione differenziale delle loro trajettorie ortogonali si 
ricaverà dall'eliminazione di k fra le (4), cioè 

le quali sono in questo caso': 
x*-f-y — 2Ax = o. 
Tale eliminazione dà luogo qui all'eq." dif.'*: 

che tosto si integra perchè omogenea. 



x'+y*—2kx = o, (x — k).-^—y = o. 



(.x*—y')-^ — 2xy = o 
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Infatti, posto y = xty e quindi -7^ = / + x -3— , quest'eq."' si 
^i trasforma in: 

Az cui: 

I — ^' dt i 

t{i +f) dx~ x' 
Di qui: 

^ quindi: 






Riponendo per t il suo valore ~ , avremo cosi 

X* + y^ — iCy = o, 
oppure : 

x + (j-cy = c* 

come integrale completo di, quell'eq."** dif.*\ 

Se ne conclude che le trajettorie ortogonali richieste costitui- 
scono un sistema di circonferenze che, analogamente alle date, pas- 
sano tutte per T origine degli assi ed hanno il centro sull'asse delle y. 

Come soluzione particolare si ha Tasse delle x, la cui equa- 
zione è ^ = o : esso può infatti esser considerato come una circon- 
ferenza, ove si supponga C = 00. 

Questo stesso esercizio può trattarsi con maggior facilità usan- 
do coordinate polari. 

Essendo jc* + j'* = r*, x = r cos 6 , V equazione rappresen- 
tante il sistema delle circonferenze date diviene 

r = 2 i cos 6, 
■che si può ottenere anche direttamente. E poiché questa è della 
forma 

r = Jfe.F(e) 

considerata più sopra (veggasi l'antecedente esercizio), cosi appli- 
cando la formola (5), avremo l'eq.'* dif.*' delle trajettorie ortogo- 
nali cercate: 



I dr 
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La presente, integrata, dà: 

log j^ = log sene, 

f = 2 C sen 6 



quindi : 



come integrale completo. 

Quest' equazione rappresenta appunto la serie di circonferenze 
testé ottenuta, come si può anche verificare trasformandola, coli' uso- 
delie coordinate cartesiane. 



Se si considerassero le rette parallele all' asse delle y^ la cui 
equazione polare generica è 

k 



f = 



2cos6 



potremmo applicare al sistema delle date circonferenze e a quello- 
di queste rette una precedente proposizione (veggasi ancora l'ante- 
cedente esercizio) e si concluderebbe che: conducendo per l'origine 
una retta ad arbitrio, nei suoi punti di intersezione colle circonfe- 
renze della data serie, le tangenti a queste formano costantemente 

con tal retta un angolo eguale 
a quello che questa retta mede- 
sima forma coli' asse delle j', os- 
sia eguale al complemento del- 
l' angolo della retta coli' asse 
delle X. Tale proprietà è del 
resto evidente. 

Deduciamo poi da questa^ 
che: fra le trajettorie oblique 
della data serie di circonferenze, 
a essendo l'angolo di interse- 
camento, si trovano le rette uscenti dall'origine, inclinate sinune- 

tricamente sull'asse Ox dell'angolo - — *• Questo risultato ci è 

pure fornito dall'equazione (D), che qui diviene: 

cos 6 ip sen . tang a = o, 
d'onde appunto: 




Fig. 21. 
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• Esercizio i).° 

(Tesi proposta. a Bordeaux). 

Trovare le trajettorie ortogonali della serie di circonferenze 
rappresentate dall' equazione 

x*+/ — 2*;c + a* = o • 
quando varia k. 

Le relazioni (4) valevoli pel caso delle coordinate cartesiane 
di cui qui ci serviamo, divengono presentemente: 

x*-{-y^—2kx+d'=o (x — jt).j^ — y = o. 
Eliminando fra queste la costante i, si ottiene V eq,"* dif.** seguente : 

Questa si riduce al tipo conosciuto (^d^ cambiando la variabile in- 
dipendente da X ad jy ; ottiensi cosi infatti : 

^xy.-^ + y'—x'+a'^o, 

ossia: 

dx r , a*+y I 

dy ly 2y x 

Per integrare la presente pongasi :>:* = », d'onde: 

dx du 
d y dy 
Essa allora diviene: 

du u ^ c^'\-y^ __ 

ày y'^~ ^* 

L'eq."* ^ =0 avendo per integrai completo u = My, 

y j 

soddisferà questo altresì la precedente completa, se si suppone Af 
una funzione di y tale che si abbia: 

ày^y 
ossia : 

£M ^_ _^ 

dy ^ /* 

G. ToMAtlu^ Eurd\l tulU gqua^. dìfiren^iali. 7 
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Di qui sì ha 






ove C è una costante arbitraria. ) 

Dunque- sari: - * . , ^ 

u = 2Cy — J'* + ^*> 
e riponendo per u il sua valore, avrejno ; 

x' +y'—'2Cy — a'' = b , , 

come integrale completo dell'antecedente equazione differenziale: 

Questa si può pure integrare, come io. generate venne accen-» 
nato per un'equazione qualunque del tipo (flfj, col metodo del 
'moltiplidatore. ' 

Se questo viene indicato con X, dovrà aversi: 



cioè: 



(,y' — x* + a') .^-2\x = 2xy^^ + 2\x 



ossia : 

A quest'eq." destinata a fornire \' si soddisfa col supporre 
\ funzione della sola)». Allora. deve "k esser tale che sia: 

ossia * " ..-'...'- 

' \'Ty'^ y~^'r 
cìoh deve essere 

' .A 

^ y . . \ - 



Si può dunque assumere X=:-5 come moltiplicatore di quella eq-'J* 
dif.^% la quale diverrà cosi: 

\ / /; dx ' y 
Posto ora 

dj__2x aF_ a'—x' 

dx- y' dy'^''^. y\ ■•'. •- ■• • 
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si avrà dalla prima di queste 

.e derivando la presente rispetto ad y, ottiensi 

Eguagliando- dunque questo valore a quello or ora scritto per 
tale derivata stessa^ avremo la relazione: 

4a cui si trae 

-essendo C, una costante arbitraria. 
Pertanto sarà: 

tà eguagliando finalmente q[uesta funzione ad una costante si ot- 
terrà l'integrale richiesto di queir eq." dif.*'. Quindi esso riesce: 

y + ;'-y-2C = o, 

ossia, moltiplicando per y: 

x' -\-y^ — 2Cy — a''-^o, • 
.che è il risultato stesso più sopra ottenuto. 

Le trajettorie richieste sono dunque circonferenze, del pari che 
.le linee da esse attraversate. 

Questi due sistemi di curve potendo esser rappresentati dalle 
equazioni : ' . . . 

si riconosce immediatamente che il raggio sì per le une che per * 
le altre è variabile, che le circonferenze date hanno i loro centri 
tutti collocati sull'asse delle \x e che te loro tfajettorie hanno in- 
vece, come centri punti dell'asse delle j. Queste ultime inoltre pas- 
sano costantemente pei punti di ascissa ± a posti suU' asse delle x. 
Quanto ai valori che può assumere C norr avvi limitazione alcuna, 
ma per riguardo a k, si scorge dover essere k* > a*. 

Emerge da tutto questo e dai valori dei raggi per le due se- 
rie di circonferenze, che: descritta la circonferenza di raggio a col 
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centro nell' origine, che intersechi Passe delle x nei punti F^Qx 
una circonferenza qualunque appartenente alla serie data si avrà 
prendendo come centro un punto jK" qualunque dell'asse delle x, o 
del suo prolungamento, purché non cada nell'intervallo PQy e 
come raggio la lunghezza della tangente condotta da tal punto K 
alla predetta circonferenza fissa. Infatti tale tangente è espressa da 
^k^ — a\ il cui valore può variare da o ad oo. 

Una circonferenza qualunque invece che appartenga all'altra 
serie, quella delle trajettorie, si avrà prendendo come centro un 
punto C ad arbitrio sull'asse delle y^ o sul suo prolungamento, e 
come raggio la retta CF o CQ, la cui lunghezza è appunto ^ a'-f- C V 
il cui valore può variare da a ad oc. 

Fra tali trajettorie si troverà dunque anche la stessa circonfe- 
renza fissa di cui ci 
y siamo qui serviti, ciò 

che risulta anche dal- 
l' eq."* stessa delle tra- 
jettorie trovate, facen- 
do C = 0. 




Fig. aa. 



La ricerca di que- 
ste stesse trajettorie or- 
togonali poteva farsi 
più semplicemente ri- 
correndo alle coordi- 
nate polari. 
L'equazione delle circonferenze della serie data sarebbe stata 

in allora: 

r* — 2 A f cos + fl* = o. 

Quindi le formule (13) stabilite pel caso generale sarebbero 
divenute: 

r* — 2ÌfercosO-J-fl' = o, r(r — AcosO) — A.senS .jg = o. 

Coll'eliminazione di k fra queste avrebbesi ottenuu req." dif." 

dr 



ossia : 



r(r' — a') — (r' + a'). tzngb.j^ = o, 



r' + fl' dr . 

— . = cot; 9, 



r(r' — a')dH 
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d'onde: 

ove C indica una costante arbitraria. E poiché 

sarebbe riescito: 

log = log (2 C sen 6), 

ossia: 

f ' — ^* = 2 C r sen 6 

l'integrale completo della stessa, che rappresenterebbe il sistema 
delle trajettorie ortogonali cercate fra coordinate polari. 

A tale equazione corrisponderebbe fra coordinate cartesiane la 
seguente : 

che coincide con quella più sopra ottenuta per altre vie, come do- 
vea essere. 



^ Esercizio i6.** 

Ricerca delle trajettorie ortogonali d'una serie di linee omo- 
focali del 2,^ ordine, della medesima specie. 



Il caso in cui le curve date siano parabole aventi lo stesso 
foco e lo stesso asse, dirette in un medesimo verso, venne già 
antecedentemente trattato facendo uso di coordinate polari (veggasi 
Esercizio 13.°) e il risultato fu una serie di parabole omofocali colle 
date e aventi pure il medesimo asse, dirette in senso opposto. 

Qui, facendo astrazione da tale precedente studio, prima di 
venire alla ricerca analitica delle richieste trajettorie, che eseguiremo 
valendoci delle coordinate cartesiane e che esige alcuni speciali ri- 
guardi, sarà opportuno far precedere le seguenti considerazioni sopra 
curve omofocali del 2° ordine, le quali, mentre porgono diretta- 
mente la soluzione del problema in questione senza il sussidio del 
Calcolo Integrale, serviranno di schiarimento e verranno a connet- 
tersi con quanto si verrà poi esponendo allorché cercheremo le 
trajettorie ortogonali di tali curve col metodo analitico generale, 
usando, ripetiamo, coordinate cartesiane.^ 
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L'equazione y 



-.*(.+!) 



rappresenta. una parabola avente 



l'asse X per asse e l'origine O per foco. Il vertice ha per ascissa 

k 

; per X = o si ha ;/ = ± fe; ciò dimostra appunto che Tori- 

gine è il foco di quella parabola. 

^ Al variare di h si ha tutta una serie di siffatte paràbole omo- 
focali, le. quali manifestamente sono dirette tutte in un medesima 
verso finché k conserva lo stesso segno. 

Fra tutte queste parabole ne considereremo una speciale per 

la quale k ha il valore determinato 
p, che, per fissar le idee, potremo 
supporre positivo. Essa è la parabola 
. VF della figura qui a fianco, la cui 
equazione sarà 




V^=2/,(.+|). 



V 



Fig. ly 

Si avrà dunque 



Sia M uh punto qualsivoglia 
di essa, le cui coordinate, per mag- 
gior chiarezza, indicherò con x^yy^. 



y:^^p(-.+()- 



(0 



Supponiamo di voler far passare per tal punto M una para- 
bola omofocale colla data. Da quanto precede deducesi tosto che k 
dovrà essere determinato in modo che la 

f^2k\x + ^-^ (2) 

sia soddisfatta dalle coordinate del punto M, onde dovrà essere 



:==2k[.^+i\, 



(3) 



é poiché questa equazione è del 2° grado in k, fornirà due solu-" 
zìòni : cioè per M passeranno due parabole omofocali alla conside- 
rata. Introducendo nella (3) il valore di y^ fornito dalla (i), avremo t 

ossia * 

che fornisce: 
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- ' Le diie radici .di quell'equazione, cioè i due valori di h cor-; 
rispondenti alle 4ue parabole cercate, omofocali colla data, sono 
dutìqiie * 

. : K=p K—i^^o+py 

Ciò significa che una di esse coincide colla stessa parabola 
originaria, 1* altra ne differisce ed è diretta in senso contrario alla 
stessa, perchè i^ ha segno contrario a quello àìp. Infatti, ritenuto 
(come si disse) p positivo, la figura mostra che sarà sempre 

ossia: ' 
cioè 

. Nel caso in cui p fosse negativo avverrebbe manifestiunente 
il rovescio. 

È facile dimostrare che l'angolo delle tangenti alle due pa-> 
rahole còsi ottenute, nel punto comune Af, è retto. 

Dalla (2) si ha infatti 

che, tiferibilmente al punto M anzidetto, dà: per l'una curva 

per l'altra 

dx y^ ' 

Se l^asserita perpendicolarità ha luo^o, deve essere. 
p ix^-^p. 

yo : yo . 

pS5Ìa: 

"y^-^PX^^^o+Pl 

the infatti sussiste, perchè non è altro che la (i)* 

Pertanto, per un. punto qualunque della parabola FP, passa 
una parabola omofocale MQ diretta in senso opposto; e queste due 
parabole si segano ad angolo retto. 

Ripet-endo la costruzione stessa per gli altri punti della para- 
bola VPy si avrà la serie di parabole omofocali come Q^q che 
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sono segate ortogonalmente dalla VF stessa. Adunque la parabola 
FP, rappresentata da y = ^/>(^+)> ^ ^na trajettorìa ortogo- 
nale della famiglia di parabole omofocali j2> ? rappresentate dalla 
(2), quando h varia rimanendo negativo. 

Qualunque sia il valore attribuito a py la conclusione cui siamo 
cosi giunti, sussiste. Epperò i due sistemi di parabole omofocali rap- 
presentati dall'unica equazione 

quando k varia positivamente per l'uno, negativamente per l'altro, 
si segano ad angolo retto. Cioè, tutte le parabole dell' un sistema 
sono trajettorie ortogonali per quelle dall'altro, risultato questo chef 
coincide con quello testé richiamato. 

Se poi consideriamo nuovamente le parabole V MPy MQ, 
insieme, per esempio, ad una delle parabole q, veniamo anche a 
concludere che: 

per un punto qualsivoglia M del piano xy passano due para- 
bole omofocali con una data, dirette in senso opposto e segantisi ad 
angolo retto. Se la parabola data è rappresentata da 

le altre due lo sono da 

ove k ha due determinati valori, di segno contrario. 



Abbiasi l'elisse di equazione -t + -t2 = i. Le elissi o le iper- 
boli confocali saranno allora tutte rappresentate da 

ove k può assumere tutti i valori possibili. Devesi però osservare 
che k stesso non può variare che da — a* a -|- 00, in caso diverso 
la (4) darebbe luogo a una curva imaginaria; ciò sta supponendo 
(come sempre faremo) tf > i, per modo che l'asse focale di queste 
linee sia quello delle x. Quando k varia da — a* a — b^ le linee 
rappresentate dalla (4) sono iperboli aventi necessariamente l'asse 
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reale diretto secondo Ox; ed ove k varii da — i' a +00, la (4) 
dà luogo a delle elìssi. 

Sia M un punto qualsivoglia appartenente all'elisse 

x^ y" 

?-+F==^' (5) 

di coordmate x^^y^^ talché abbiasi: 

^+^=1. (6) 

Volendo far passare per esso un^elisse o un'iperbole omofo- 
cale coli' elisse suddetta, dovremo scrivere l' equazione seguente, de- 
dotta dalla (4): 

Essa servirà a determinare k, e poiché riesce del 2.® grado, 
COSI fornirà due valori per k stesso, cosicché due saranno le curve 
cercate. 

La (7) equivale alla seguente: 

k' + (.^' + b'-x:-y:),k + a^y-yx:-a^y: = o, 
« poiché la (6) dà 

essa equivale pure a quest'altra: 

Una delle radici é adunque nulla, l'altra é data da 
k = x:+y:-a^-b\ 

È facile riconoscere che quest'ultima espressione é negativa, 
poiché, se il punto M appartiene all'elisse (5), deve essere neces- 
sariamente xj" < a\ y^ < i^ cioè x^ — a* + y^ — i* < o. 

Inoltre la stessa ha un valore compreso fra — a* e — V. 
Infatti quel quadrinomio può esser posto sotto la forma 

oppure sotto quella: 

quando per y^ venga posto il valore -j-(a* — x/) tratto dalla (6). 
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[ ; Poiché si ha a!" — i^^o per ipotesi, e .v/ — /i*<o, come 
s'è visto, si riconosce che sotto queste due forme quel quadrino-- 
mio è appunto > — a^ la prima volta, < i- la seconda, come ivenne 
or ora asserito. 

Segue di qui che, in corrispondenza al valore zero di ^, la 
linea cercata, omofocale all' elisse considerata (5) è ancora una elisse, 
anzi è questa stessa elisse [come appare ad evidenza dalla sempUcé- 
isp^ezione della (4)], e in corrispondenza all' altro valore di i', com- 
preso fra — a^ Q — J*, la linea cercata è una iperbole. 

È facile dimostrare che qui pure l'angolo delle tangenti alle 
due curve ottenute, cioè all' elisse (5) e all'iperbole suddetta, è retto. 

Infatti, differenziando la (4) si ha: 

X V dy 



a'^k^V^-.k'dx 
d'pnde: 

d x^ y* ix^-f-i ' ' -' 

Ponendo qui per jc ed j^ i loro valori speciali x^^y^ riferibili 
al punto M comune alle due linee in discorso, e per \ successiva- 
mente i valori zero, x^* +^^0* — ^* — *% ^^^ ^^^ competono, avremo 
come parametri angolari di quelle due tangenti Ife cspresrsioili : •> 

[che potevasi ricavare direttamente dalla (5)], 

x' + y„^ — a' .x^ ... 

Se dunque l'indicata perpendicolarità ha luogo, si avrà: 
ossia: • 

^'y: (V +y: - n + h- x: (x/ .+ y: -0=0, 

ovvero: 

(.< + y:) («' y: + y \' - '^^ n = 0,* 

eguaglianza che precisamente sussiste per essere nullo il secondo 
fattore del primo membro, come risulta dall'ispezione delU {6). . . 
Se adunque l' elisse (5) viene rappresentata dalla linea AB 
nella figura seguente: per un pùnto qualunque dell'elisse AB passa 
un'iperbole omofocale CD, e tale elisse e tale iperbole si segano 
in M ad angolo retto. - ' - 
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Ripetendo la costruzione stessa per gli altri punti ' dell' elisse 
A By si avrà la serie di iperboli omofocali come Z), d che sono se- 
gate ortogonalmente dalla AB stessa. Adunque Telisse rappresen- 
tata dall'equazione (5) è una . 
trajettoria ortogonale della fa- 
miglia di iperboli omofocali 
D,d rappresentate dalla (4), 
quando avaria rimanendo com- 
preso fra — a^ t — b^. 

È evidente che se si con- 
sidera in luogo dell' elisse A B 
un'altra, omofocale con essa, 
rappresentata da 

per modo che sia a' — p^ =■' a^ — b^, potrà ripetersi quanto fu su- 
periormente trovato, quindi essa sarà una trajettoria ortogonale della 
serie di iperboli omofocali con questa e colla precedente elisse A 5, 
rappresentata da 

quando H varia fra i limiti. — a* e — p\ Se si pone 

queste iperboli sono quelle stesse che hanno per eq." generale 

^' . f 




Fìg. 24. 



a-^k +FqrpTzir+v "~ ^ 



ossia 



+ ■ 



a' + k ■' y + k 



t= I 



quando k varia fra i limiti — a^ e — F\ dunque sono le medesime 
iperboli ottenute precedentemente. ' . 

Segue di qui, che una serie di iperboli omofocali è segata 
ortogonalmente dalla serie delle elissi omofocali con esse, e vice- 
versa una serie di elissi omofocali è segata ortogonalmente dalla 
serie di iperbali omofocali colle elissi medesime, E cosi abbiamo le 
trajettorie ortogonali d'un sistema di elissi, oppure di. iperboli omo- 
focali. 

Se poi consideriamo nuovamente la iperbole CD e T elisse 
ABy insieme ad una delle iperbpli d^ oppure insieme ad una elisse 
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come sarebbe quella rappresentata da 

veniamo anche a concludere che: 

per un punto qualsivoglia M del piano x y passano due curve 
centrate del 2^ ordine omofocali con una data elisse o iperbole, una 
delle quali è un* elisse, V altra unHperbole^ le quali si segano ad an- 
golo retto., Dz ciò che precede risulta inoltre che, se P elisse data è 
rappresentata dall' equazione (8), le anzidette curve confocali lo sa- 
ranno da: 



a^ + H • ^'+H' 

ove Hha, per ognuna d'esse, un determinato valore: e questo sarà 
compreso fra — p* e + ^^o per la curva ellittica, fra — a* e — p* 
per la iperbolica, supponendo a*>p*. 



Veniamo alla ricerca delle trajettorie d' un sistema di parabole 
omofocali dirette in uno stesso verso. 

L'equazione generale di queste sia, come dianzi: 

/ = 2*(^ + Ì), (a) 

cosi che il comune foco sia l'origine degli assi. Dovrà k variare 
conservando sempre lo stesso segno. Supporremo, per fissar le idee, 
che questo debba essere negativo, per modo che le date parabole 
si estenderanno indefinitamente dalla banda delle x negative. 

Dalla (a) deduciamo derivando: yy' ^k: ed è noto che per 
giungete all'eq."* dif.*' delle trajettorie bisogna eliminare dapprima 
k fra quest' ultima relazione e la (a) stessa. L' eliminazione potrebbe 
farsi sostituendo yy' al posto di k nella (a); ma ciò darebbe una 
eq."* di 2.° grado in y e quindi due valori di y per ima stessa 
coppia di valori di x ed ^, cioè in corrispondenza ad un medesimo 
punto del piano xy, ciò che non deve essere. 

Ad evitare tale diflScoltà, ricaviamo invece i valori di k dalla 
(a), che è pure di 2.° grado. Avremo k = — x ± \[sF^\^. Ora 
h deve essere negativo, dietro la fatta ipotesi. Se dunque si prende 
V ^* + y* positivamente, è chiaro che per ottenere tale intento deve 
essere assunto soltanto il segno inferiore^ cioè 

k^ — x — yil^T?. 
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giacché in caso opposto fe riescirebbe di certo positivo, qualunque 
sia il segno di x. Questo fatto dell'ottenersi per k due valori op- 
posti per segno è appunto d'accordo con quanto venne più sopra 
esposto, giacché per il punto (x,y) passano due parabole omofo- 
cali, col foco in O. La scelta dei due valori é dunque fatta in modo 
da aversi una parabola opportunamente diretta. 

Richiamando allora la y}f' = A, avremo dall'eliminazione di Jfe, 
come s'è detto: 

y y' = — X — Vx* + y* 

e quindi, usando i simboli della trattazione generale di questo ar- 
gomento delle trajettorie: 

L'eq." dif.'* di tali curve, che in generale sarebbe 
diviene in questo caso: 

che è omogenea. 

La sua integrazione si compie, come sappiamo, introducendo 
una nuova variabile /, cosi che siaj^ = ^/, e quindi: 

ix ^ ix' 



Cosi, tale eq." dif.** si trasforma in 

Tx 



/.VTq:7 + x.(i+\/i +0-4^=0, 



ossia : 

ovvero; 
oppure : 
e infine: 



, /jc , f dt 



tx 



C 

x = , 
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Rìponejidp per / il suo valore -, si avrà da ultimo: 



e questo è effettivamente l'integrale completo della precedente no- 
stra eq."' dif.'" delle richieste trajettorie, come è facile verificare. Il 
radicale andrà assunto qui pure col segno positivo, quindi il primo 
membro della relazione ora ottenuta riesce necessariamente negativo, 
epperò negativa dovrà essere la costante. arbitraria C. 

Per maggior chiarezza, poniamo C = — P, ove P è una nuova 
costante positiva, e la eq." potrà scriversi: 

oppure: -, 

\jiFTy .= p 4- X. 

Non è più generale di quest'ultima la seguente, ottenuta col 
farne il quadrato d'ambo i membri: 

x'+f = {P-rxy ... • (p) 

giacché, la eguaglianza cui questa può dar luogo, 

ossia 

il cui primo membro sarebbe positivo, mentre il secondo è nega- 
tivo, è da rigettarsi. 

Ora, la (P) altro non è che 

/ = 2p(x+^), '■ (r) 

che rappresenta una serie di parabole aventi lo stèsso foco O .e lo 
stesso asse Ox delle parabole della. data famiglia; ma esse sorìó* op- 
postamente dirette, cioè si estendono indefinitamente nel senso delle 
X positive, perocché (come si avverti) P è positivo. 

Le infinite parabole rappresentate dall' eq." (y), quando P va- 
ria, sono dunque 1^ trajettorie ortogonali richieste del sistema dì 
parabole date, la cui equazione generale è" la (a), ed a questo risul- 
tato doveasi appunto giungere. ' " 



Si tratti ora di trovare le trajettorie ortogonali d'un sistema 
di dissi omofocali. Poiché già ci è noto che esse costituiscono tutta 
la serie delle iperboli ad esse omofbcali, avremo trovate •per simil 
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.guisa anche le . trajettorie cTun sistema di iperboli omofocali, che 
saranno tutte le accennate elissi, e quindi avremo risolto completa- 
mente il problema in questione. 

Le date elissi ompfocali abbiano per equazione generale: 

ove k varia dall'una all'altra essendo sempre superiore a — ri*. Qui 
pure riteniamo che sia, come precedentemente, a'^b: queste co- 
stanti Uyb sì suppongono date e non sono che i semiassi di una 
speciale fra quelle elissi, la cui eq."* si ha dalla (S) facendovi k = o. 
Dalla (&), derivando rispetto ad x col considerare y quale 
funzione di x, abbiamo per ognuna di quelle elissi: 

Qui pure, afBne di ottenere V espressione X (x, j') e poscia 
Peq.** dif.** delle trajettorie, occorre eliminare k fra quest'ultima 
eguaglianza e la (8). Ripetendo ora un'osservazione fatta a propo- 
sito del caso della parabola, l' eliminazione in discorso si compirebbe 
agevolmente col ricavare dall* ultima eq."' il valore di k per so- 
stituirio nella (8) ; ma ciò condurrebbe appuntò ad un' eq." di 
2° grado in y' e si incontrerebbe la stessa difficoltà ivi accennata, 
anzi una difficoltà, maggióre, per scegliere opportunamente fra i due 
valori di / che per tal guisa si avrebbero. 

Seguiremo adunque anche in questo. caso l'altra via, risol- 
vendo la (S) rispetto ai. 

La (S) stessa può scriversi sotto la forma 
k' -f -(a* + F — x" — /)' ; k4-an' — b' x' — ^/ =5= o, 
xhe fornisce: 

k^l{x'-\-f — a'^b')± 

Quésto radicale, preso con segno positivo, lo si indichi per 
-brevità con i?. Esso può venir posto sotto vari aspetti, come segue: 

- R •■= V (*' -j- / _ a» — by + 4 (V^ *'+ a' y*— a'b*). 



R^ = \l(^x' + f + a^-by-4ia^-b').x\ (e) 
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e quest'ultima forinola mostra che R sarà sempre reale, essendo 
per ipolesi a* — i* > o. 
Avremo dunque 

oppure 

* = -a'+i(x' + / + a'-n±^lf, } (n) 

o 

Per decidere sul segno da assumersi per ottenere il valore 
di k che devesi considerare affine di giungere all' espressione X (x^ y} 
del caso nostro, basterà ricordare che i due valori che ognuna delle 
(tj) dà per ky determinano una elìsse e una iperbole omofocali colle 
date elissi, passanti pel punto (x^y) del piano. 

Il segno deve dunque esser scelto in modo che il valore cor- 
spondente di h dia luogo ad una elisse, non ad una iperbole, ep- 
però, per quanto sappiamo, il segno deve esser tale che sia 

k>-b\ 

Prendendo l'ultima delle (io), vediamo allora tosto che il segno 
inferiore è da escludersi, giacché è certo essere 

cioè 



ossia 



J' + j(*'+/-a* + n-j*,<-^' 



Dunque assumeremo il segno superiore; e per tal modo h 
sarà certamente maggiore di — i*, essendo 

una quantità positiva anche se il quadrinomio che la compone fosse 
negativo. 

Che nelle relazioni (ri) debba venir scelto il segno superiore 
e si debba abbandonare l' inferiore risulta anche dalla seguente con- 
siderazione, quando R sì lasci sotto la forma primiera, ossia sotto 
quest'altra. 
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O il punto di coordinate x,y h interno all'elisse di equazione 

^-f-p— 1=0, 

alla quale elisse tutte le altre della data serie sono omofocali, e 
allora si ha 

^r + ^-Ko, 

quindi R in valore numerico è inferiore a x^'{'y^ — a^ — y che 
riesce di certo negativo; tanto scegliendo il segno superiore che 
l'inferiore nella prima delle (tq), sarà k negativo, ma nello stesso 
tempo k sarà maggiore se avremo preso il segno superiore : e poi- ' 
che al valore minore (fra i due) di k corrisponde un'iperbole, al 
maggiore un* elisse, dovremo senz'altro attenerci al segno supe- 
riore: — ovvero il punto (x^y) è estemo all'elisse suindicata; in 
allora si ha 

x' y' ^ 

-, + ^-I>0, 

ed i? è in valore numerico superiore a quello del quadrinomio 
x^ -j" y* — ^* — ^* ^^^ P^ò essere positivo o negativo : assumendo 
nella (yi) il segno superiore avrento k positivo, mentre il segno in- 
feriore ci darebbe k negativo. Adunque qui purè deve esser scelto 
il primo di questi. 

Che se il punto (x^y) appartiene finalmente alla elisse me- 
desima, il valore assoluto di i? è quello stesso di x^-\'y^ — a" — J*, 
che è qui negativo. La prima delle (rf) col segno superiore dà fc = o, 
e col segno inferiore risulta k negativo. Chiaro è dunque doversi 
assumere il primo di questi, e infatti per ^ = 01' elisse che si cerca, 
appartenente alla data serie di linee, viene a coincidere coli' elisse 
speciale or ora considerata, come era da attendersi. 

Giunti per tal guisa all'equazione 

sostituiamo, come venne indicato, questo valore nella 

X , yy' .. 

a' -^ k'^ b' -^ k ~ 
che fornisce 

'=-.Ì *' + * 



0, 



y-a^+k' 

G. ToMASELLi, Estrcì\i tulU tqua^. iiffertn\iali. S 
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e avremo: 

Così dunque, essendo l'eq." dif,'* delle traiettorie cercate 
si avrà, sostituendo: 



i + ^(*.>')-^^ = o. 



che è soddisfatta da y = o e si deve ritenere soddisfatta anche da 
jf = o. Queste soluzioni speciali sono evidentemente ammissibili 
poiché gli assi delle date elissi sono trajettorie speciali per le stesse. 
All'ultima eq."' ottenuta sostituiremo, per semplicità, la se- 
guente che se ne ottiene dietro moltiplicazione per 

x'^y' — a' + b' — R. 
Abbiamo cosi: 

yp +/ + («'-*' + i?)p +/-(«•-** + !?)]- 

Pongasi per R^ nel secondo membro l' espressione ultima fra 
le (e), e sarà cosi: 

Semplifichiamo per y, che non si suppone nullo, avendo già 
considerata a parte la soluzione speciale y = o, L' eq."' riducesi alla 
forma : 

ossia, ricordando la seconda delle (e), cioè facendo 
SI ha: 

-\-4('i'-b')x'-2Ìa^-y)R + 4(a'-y)xy.^ = o. 

Sviluppando opportunamente il quadrato del quadrinomio, que- 
sta riducesi, dopo semplificazione pel fattore 2 (a' — i*), a 



2xy.^ + x'—y''\^y — a' — R = o. 



Digitized by 



Google 



del I.* ordine e i^ grado. 115 

Poniamo qui, per brevità di scrittura, a* — i^^ = m^,. e assu- 
miamo ancora per U la seconda delie espressioni (e) ; allora T eq."' 
-differenziale delle richieste trajettorie ortogonali della data serie di 
elissi -diventa: 

2 X jy . ^ + X* — jy" — m* — V(^' + / + ^"J — 4 w' x^= 0. (6) 

-che ancora ammette la soluzione speciale x = o. 

Per integrare la (ft) ricorriamo a una sostituzione opportima. 
Pongasi 

x^ + y* + w* = 2 w , 

' -^ sen 9 

ove 9 è una funzione di x da determinarsi. Allora sarà, differen- 
ziando : 



€ inoltre: 



■ -^ ' dx (sen <p sen"* 9 dxy 

\Jrx' + / + my^^^T^'lc' = zmx^^^ 
' ^ ' -^ '' ^ sen 9 



5e si suppone che x varii solo positivamente, che m sia assunto col 
segno -f , e che 9 sia un angolo del i.° quadrante di cerchio, cosi 

che mx. ^ sia positivo, quale deve essere il radicale, 

sen 9 ^ ^ 

L' equazione (6) diviene allora in forza di tutte queste sosti- 
tuzioni : 

2 , ( I COS9 J9) X , 

(sen9 ^^^ 9 ax) sen 9 

2 COS9 

-4- 2 X — 2 WX ^=0 

sen 9 

che, ridotta e semplificata pel fattore 2mx 2i si trasforma nella 

^ '^ sen 9 

semplicissima: 

-T^ + 1=0, 

sen 9 dx 

ossia: 



sen 9 * d X X 

♦ Questa è immediatamente integrata e porge quale integrale 
completo: 



log — ; — - — + log A X = 0, 
^ I + cos 9 ^ ^ ' 
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ove A è una costante vbitraria, ossia 

Ax .stn^-=j + cos 9, 



od anche 



- - 2fnx , cos© 

sen 9 sen 9 



Ricordando ora i valori di t imx ^ formati colle 

sen 9 sen 9 

variabili originarie x ed j^, quest'equazione diverrà: 



imAx'^x' +/ + m* + V(^* + / + m^ — 4m' x\ 
o, ciò che è lo stesso: 

Bx'+f + a'-b'^R^o, (p> 

ove B rappresenta ancora una costante qualsivoglia ed i? è una 
delle espressioni (s) più sopra incontrate. 

Per lo scopo che si ha di mira muteremo la forma della (p), 
la cui esattezza può facilmente essere constatata, operando la se- 
guente trasformazione. 

Facciasi : 

C—a^ + 2b' 

ove C è una novella costante arbitraria. 

Alla (p) andrà allora sostituita quest'altra: 

(C _ a' + 2 V) Jc^ + (C + O (/ + a' — J' + i?) = 0, 

ossia: 

Moltiplicandola per 



si avrà: 



+ d'(a' — i'+/y + 2J' *'(** + / + fl' — *'—!?) = o. 



ossia: 



4 (fl'_ j') . C ;c* + fl'[(fl'— J*+ /)*— X*— (**+ /+ a' - by -f 
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■e riducendo: 

2 (a'— y) .Cx' + a' x' \a'— V— (x^+ / )1 + V x' (;c^+ f) + 

+ b' (a*_ b') x'+ (a'— h') x'R = o, 

(a^_ b') x\ liC — (x'+ /) + a^+ b'+ r] = 0. 

Togliamo il fattore a^ — b^ ed altresì quello x^ (la soluzione 
x = o venne già precedentemente incontrata), e si avrà semplice- 
mente 

2 C -{- a' + F — x' --f + R = 0. 

Cosi la (6) ammette anche per integrai completo Inequazione 
seguente : 

ove C è la costante di integrazione ed i? è il noto radicale. 

La Qt) sarà dunque l'equazione generale delle trajettorie ri- 
chieste, e avremo inoltre le trajettorie speciali rappresentate da 
X = 0, ^ === o (cioè i due assi coordinati stessi). Queste ultime non 
sono per altro che linee particolari appartenenti alla famiglia rappre- 
sentata dalla (<7), e si ottengono infatti col fare C = — flt* oppure 
C = — i*, come facilmente si può riconoscere. 

L'ispezione della (t) mostra subito come essa sia formata 
nel modo stesso con cui lo sono le relazioni (tq) precedenti, quando 
si assuma davanti ad R il segno inferiore; ne emerge quindi che 
le linee cosi ottenute sono esse pure del 2.° ordine, anzi saranno 
elissi od iperboli omofocali colle date elissi. L'analisi ci dirà di più 
che sono precisamente iperboli, siccome era da attendersi. 

Se infatti ricorriamo ancora alle (r,), prendendovi i segni in- 
feriori, la terza di esse mostra essere k<C — i^ come già si vide. 
Inoltre, essendo certamente 

x'+f + a''-y>o, 

R,<x'+y' + a^-b\ 
si ha 

x'+f+a'-b^'-R,>o, 

dal che consegue essere ^Ì> — a*, per la seconda delle (tq) stesse. 

Sarà dunque a ripetersi la medesima cosa per riguardo a C 

quando si consideri la (1): e cosi, pur mantenendo l'arbitrarietà 

di C, dovrà questa costante variare soltanto fra i Umiti — a^ e — i\ 
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Ai valori estremi — a^ e — b* che C può assumere rispondono le 
trajettorie speciali or óra incontrale, che hanno per equazioni 

X = 0, y = 0. 

Ora, liberando la (';) dal radicale i?, si arriva senz' altro, in 
forza delle cose precedenti, all'equazione razionale delle trajettorie 
nostre: 



X 



^virr-' (-> 



che rappresenta appunto elissi ed iperboli omofocali alla elisse 



X 

?" 



+f-. 



Ma poiché si vide dover essere 

concludiamo che le trajettorie in questione nonponno essere che iperboli. 
Questa conclusione, che è quella cui doveasi pervenire, sta- 
rebbe a rigore anche ove la (t) fosse più generale della (f*) dalla 
quale venne dedotta, ma è facile anche riconoscere che questa mag- 
gior generalità non è che apparente. Infatti dalla (t) stessa si de- 
durrebbero per vero le due relazioni seguenti : 

ma il segno superiore deve esser rifiutato poiché in corrispondenza 
allo stesso sappiamo, per le cose vedute, che C dovrebbe avere un 
valore superiore a — i», ciò che pure sappiamo come qui non sì 
verifichi per la restrizione cui fummo condotti esaminando la (';). 
Onde, tenendo conto della stessa, le (<t), (t) sono veramente equi- 
valenti. Anzi, possiamo stabilire in generale: che un eq."' come 
la (t) equivale ad una sola delle due ultimamente scritte, ed equi- 
vale air una piuttosto che all' altra secondo che C é ristretto entro 
i limiti — a*, — i*, oppure è superiore a — i', cioè [geometrica- 
mente interpretando la (t)] secondo che si tratta d'una iperbole 
piuttosto che d'una elisse. 



Sebbene l'argomento in questione sia cosi esaurito, prima 
di lasciarlo, accennerò alla sua trattazione quando l'eliminazione 
della costante i, necessaria per ottenere l'eq."* dif.*' delle trajettorie 
richieste, si faccia nell'altro modo più sopra indicato, cioè per la 
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via più semplice, così da giungere ad una equazione differenziale 
del i.° ordine, ma di 2° grado. 

Cominciando col caso del sistema di parabole omofocali rap- 
presentate dair eq."' generale (a), ossia 

sappiamo doversi eliminare k fra questa e la 'relazione yy = k. So- 
stituendo adunque questo valore di k nelP eq."* (a), si avrà 

y* = 2xyy+y^y'\ 

Si deve ora eliminare / fra quest' ultima e la 

■+/-^.=°. 

nelle quali y' sta palesemente in luogo del simbolo X (x, y) altrove 
adottato. 

Ottiensi per tal guisa adunque la seguente 



/•rjil+-..^-/=°. 



semplificabile per y, Epperò 1' eq.°' dif J* delle trajettorie cercate rie- 
sce per tal via 



'•(^) + ^*-i^~y=°'. 



alla quale si perverrebbe altresì scrivendo le (4) incontrate nella trat- 
tazione generale del problema delle trajettorie (pag. 78) ed elimi- 
nando fra esse il parametro k, E infatti le (4) stesse sarebbero nel 
caso attuale: 

2kx + k'—y = o, k.-^ + y = o. 

La superiore equazione ha per integrale generale (applicando 
metodi che a suo luogo verranno esposti) 

ossia : 
od anche 



—K^. 



ove C è una costante arbitraria. Questo risultato ci dice che le tra- 
iettorie cercate di quel sistema di parabole omofocali sono ancora 
parabple omofocali : la direzione loro non risulta per tal guisa de- 
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terminata, potendo C essere tanto positivo che negativo, ma la con- 
siderazione geometrica porta a concludere che C deve essere preso 
di segno opposto a quello di k. 

Passando ora al caso del sistema di elissi omofocali (oppure 
di iperboli omofocali) la cui equazione generale ^ia: 



a^j^k^ b' + k 



I, 



per ottenere Peq."* dif.*' delle trajettorie loro, potremo addirittura 
procedere all' eliminazione di k fra le ricordate relazioni (4), cioè 

che in questo caso sono le seguenti: 

(J' + *)x'+(fl*+^)/-(a'+*)(i» + *) = o, 

• (*'+*)*-^=('^' + *);-. 

Ossia, se poniamo nuovamente a^ — ^* = m*, potremo elimi- 
nare la quantità V -j- ky che indicherò per brevità con H^ fra le due 
equazioni 

Hx'^ (m^+ H)y'- if (w^-f iT) = o, ifx . ^ = (m^ -f H) . v . 
Da quest'ultima ricaviamo 



dy 

dx -^ 



Sostituendo dunque un tal valore nell'altra, si avrà: 

Questa eq." è semplificabile per w^, non nullo per ipotesi, 
e per xy^ notando cosi che x = o, oppure y = o, potrebbero es- 
sere soluzioni del nostro problema (e infatti sappiamo doversi con- 
siderare come trajettorie anche gli stessi assi coordinati). 

Rimane l'equazione 



ossia infine: 

X 



..(^-^)'+(.'-/-»0.^i-^.-o. 

Google 
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Questa non è che un caso particolare dell' eq,"* dif.** seguente 

che mostreremo più innanzi come si integri. (Veggasi Parte Se- 
conda. Esercizio 24.°). 

Il suo integrale generale è 

ove D è una costante arbitraria. Nel caso nostro non avremo che 
a fare .<4= i, B = tn*. Inoltre porremo 

«ssendo C un'altra costante arbitraria, e quindi: 

D JM-c 

I H- 1> ~ m' • 

Allora l'integrale della precedente nostra eq." dif.'*, sarà: 

ossia : 

Quest'equazione adunque, di cui sono casi particolari quelle 
a: = o, 3^ = or ora incontrate, rappresenta la serie delle trajettorie 
cercate e queste pertanto non sono che elissi e iperboli omofocali 
alle date, conformemente a quanto si trovò più sopra. 

L'essere C assolutamente arbitrario e non ristretto fra certi 
limiti fa si che tali trajettorie ponnò indifferentemente essere elissi 
od iperboli; ma dovranno, secondo i casi, venir escluse le prime o 
le seconde. 

NB. La ricerca delle trajettorie ortogonali d'un sistema di 
elissi o di iperboli omofocali trovasi esposta anche nel Trattato sulle 
equazioni dif." del prof. Boole più volte accennato, e precisamente 
seguendo una vìa affatto analoga a quella qui ultimamente tenuta, 
vale a dire facendo dipendere tale ricerca dall' integrazione dell' eq."* 
di secondo grado or ora incontrata. 
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Servano di chiusa al presente argomento delle trajettorie i 
seguenti due esercizi nei quali, come venne accennato da principio, 
il problema viene esteso al caso in cui si abbia una serie di linee 
che non giaciono in ujio stesso piano, sibbene su di una data su- 
perficie qualsiasi. 

Esercizio 17.° 

Trovare le curve che segano sotto un angolo costante le linee 
meridiane (e quindi anche i paralleli) d'una data superficie di ro- 
tazione. Applicare tal ricerca al caso delle superficie di secondo or- 
dine, di rotazione. 

Torna qui opportuno Tuso delle coordinate polari, e per mag- 
gior semplicità giova assumere uno degli assi, per esempio O:^, 
come coincidente colmasse di rotazione. 

Se r è la lunghezza del raggio vettore d*un punto M qua- 
lunque dello spazio, G l'angolo che la OM forma coli' asse 0:(^ 
(che può variare da zero a tc), co l'angolo che la projezione di OM 
sul piano xy forma coU'asse delle jc, l'equazione della superficie di 
rotazione data sarà 

/(r,e) = o 
oppure : 

r = (p(e), (I) 

cioè non conterrà o), e sarà l'equazione stessa di una sua linea 
meridiana riferita ad O come polo e ad 0;;; come asse polare. 

L' equazione differenziale delle trajettorie oblique richieste dei 
meridiani di tal superficie può esser trovata per via puramente 
analitica; ma vi si perviene molto più semplicemente dietro una 
considerazione geometrica, ricordando la nota proprietà che i me- 
ridiani e i paralleli si intersecano ad angolo retto* 

Immaginisi descritta sulla superficie data una delle trajettorie 
cercate e sieno iW, M' i punti in cui essa interseca due linee me- 
ridiane qualisivogliano, assai vicine fra loro, della superficie stessa. 

S' immagini inoltre tracciato anche il parallelo del- punto M, 
il quale intersechi in m il meridiano del punto M\ 

Si avrà cosi il triangoletto curvo mMM' che, per la sua pic- 
colezza, si potrà considerare come piano e rettangolo in m. I suoi 
cateti saranno prossimamente dati da: 

M'm = V ■ A^' + r\ A^' 
Mm= ± p . Aco, 
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essendo p il raggio MC del parallelo anzidetto, raggio che il trian- 
golo rettangolo COM c\ dice 
essere espresso da r sen 6, tal- 
ché sarà 

Mm= ± r sen & . A o). 

L'angolo in M è, per 
ipotesi, il complemento di a, 
ossia potremo ritenere V angolo 
M' eguale ad a stesso. 

Avremo dunque: 

mM = tn M\ tang a 
cioè, sostituendo: 

± r sen G . A w = tang a 




Fig. aj. 



ossia : 






tang 
rsen 






Questa relazione non sussiste però, esattamente che al limite 
e si converte allora, come è chiaro, in 

d(ù , tang 

4^ ~ rsén 



?-\R^'' 



(2) 



Il doppio segno introdotto nell'espressione per Mm (che deve risultare 
positivo) proviene da ciò che, per A positivo, può essere A w po- 
sitivo esso pure (come nella figura), ovvero negativo, secóndo che 
a è misurato dall'una piuttosto che dall'altra banda del meridiano. 

La (2) rappresenta differenzialmente, insieme alla (i) data, 
le traiettorie richieste: e, per un dato valore di a, scorgesi che si 
hanno due diverse serie di trajettorie, secondo il segno assunto 
nella (2). Questa duplicità di soluzione si spiega appunto osservando 
che per un punto della superficie si ponno far passare due linee 
che attraversano entrambe i meridiani sotto l'angolo costante a, ma 
in direzioni simmetriche rispetto al meridiano passante pel . punto 
stesso. Se si cambiasse l'angolo a in -r: — a, la formola (2) non 
muterebbe, che infatti si verrebbero a riprodurre le medesime tra- 
jettorie testé considerate. 

Introducendo nella (2) per r il valore fornito dall'equazione 

data (i), e per -7^ quello che se ne deduce, il secondo membro 
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della (2) stessa è tutto funzione di G, quindi V integrazione di tale 
equazione è tosto eseguita e dà: 

<o = a>„±tanga.J-_^A__^e, 



(3) 

ove co^ è una costante arbitraria. 

Che se invece l'eq,"* della superficie è data sotto la forma 

non sì avrà che trasformare la (2) nella seguente 



rf«_ tanga / /rfey 



dove il secondo membro è tutto funzione di r, talché integrando 
avrebbesi 



1= 0)^ ± tanga. I ^ — '—dr, 

^ "^ J r sen 



(4) 



Per tal modo il problema è sempre riducibile a una quadra- 
tura e le traiettorie richièste sono rappresentate fra coordinate po- 
lari dalle equazioni (i) (3), oppure dalla (4) congiunta colla 

Supponendo a = o o a = tt, tanto nell'una che nell'altra 
maniera ottiensi co .= co^ quale eq."* delle trajettorie cercate, da unirsi 
a quella della superficie. Allora le due. serie di trajettorie vengono 
a ridursi ad una sola, costituita da tutti i meridiani della superficie, 
come era da attendersi. 

Supponendo invece a = — è facile dimostrare dover essere 

costante, e con esso anche r, o viceversa. Qui pure le due serie 
di trajettorie riduconsi ad una sola : e tali trajettorie ortogonali sono 
cosi tutti i paralleli della superficie, come era da attendersi. 

Applichiamo ora le formole trovate al caso delle superficie 
di secondo ordine, di rotazione. 

A) La superficie sia cilindrica, di rotazione intorno ad 0-{. 
Il raggio della sua base sia a, 

• In tal caso dell' eq."* (i) della superficie sarà 

a 

seno ' 
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Di qui si ha 

^U^j sen*0' 

onde la relazione (3) diverrà: 

" = "o±tang«.J^^6 

cioè : 

(0 = co^ :p tang a . cot G , 

Quest' ultima equazione e la r = — r rappresenteranno dunque le 

traiettorie richieste, 

È facile riconoscere che queste sono le infinite eliche che si 
ponno tracciare sulla data superficie, per le quali il passo b costan- 
temente 

2t: a.coKx, 

Infatti, richiamando le formole di trasformazione fra coordi- 
nate cartesiane e polari nello spazio: 

;c a=s r cos 0) . sen 9. 

^ = f sen (ù . sen 

j^; = r cos 9 

si avrebbero in questo caso le relazioni seguenti, attesi i valori di 
r e di Ci) ora esposti; 

X = a .cos(ù . 

y = a. sen &> l 

;( = r , sen 6 . cot = qc a (ai — wj , cot a ] 

le quali, ritenuta co come variabile indipendente, rappresentano ap* 
punto una delle eliche anzidette. L'elica attraversa Tasse delle x 
se si. suppone o)^ == o.- 

B) La superficie sia conica^ di rotazione intorno ad j^;. Se 
y è l'angolo costante delle generatrici con quest'asse, l'equazione 
di tal superficie sarà semplicemente 9 = y. 

In tal caso dovremo impiegare la formula (4), che darà: 



o =sa tó ± tang a . ' | — ti 1 

° °* sen Y J r 



cioè: 

, tang « , 
w = («>, ± > I - ^ . log r. 
^ sen Y ^ 



Digitized by 



Google 



126 



Eserci:(t riferibili ad equa:(ioni differetiT^iali 



Dunque le equazioni: 

(alla prima delle quali può anche venir sostituita la seguente 

rappresentano tutte le trajettorie oblique delle generatrici del cono 
considerato. Esse sono tali che le loro trasformate, quando si svi- 
luppi quella superficie conica su di un piano, sono spirali equian- 
gole per le quali è a l'angolo della tangente col raggio vettore. 

C) La superficie sia un paraboloide di rotazione intorno ad 
O:^. Assumendo come polo il suo foco, l'equazione di tal super- 
ficie sarà 

^_ P 
I — cos 6 



2 sen - 

2 



Di qui si ha 



quindi: 
e perciò: 

rsenO 



2 



j ^ COS - 

dr p 2 



2 ,tt ' 

sen' — 

2 



^ "^ ^ sen - 



2 sen* — 

2 



sen'- 

2 



2 sen- COS- 

2 2 



2 sen — . cos — 

2 2 



Dunque, applicando la (3), avremo: 

« = «^o ± tang a . ( ^ 

I 2sen*- 



cos — 

2 



ed effettuando l'integrazione: 



co = 0)^ ± tang a . log 



I + sen — 
' 2 

' cos- 

2 




sen — 

2 
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La presente equazione, e quella 



2 sen — 

2 



rappresenteranno cosi le trajettorie richieste delle linee meridiane 
di quel paraboloide. 

D) La superficie sia un elissoide di rotazione, oppure un 
iperboloide di rotazione ad una o a due falde. La rotazione po- 
tendo qui adunque avvenire anche non intorno all' asse focale della 
elisse o dell' iperbole meridiana, non si potrà far uso della equazione 
polare conosciuta •*- 

,= p 

' I 8 cos 6 ' 

ma dovremo ricorrere alla seguente meno semplice, 
, Im 

^ "~/cos'0 + msen'e' 
che rappresenta ordinatamente quelle tre superficie, secondo che si 
ha / > o, *» > o, oppure / > o, w <; o, o infine / <r 0, w > 0. 

Tale equazione nasce dalla corrispondente fra coordinate car- 
tesiane 

che rappresenta la curva meridiana posta nel piano x ^ . 11 polo 
coincide dunque in questo caso còl centro delle linee meridiane e 
della superficie. 

Ora, differenziando la precedente equazione, ottiensi 
dr j .j y^ sen 6 . cos 6 

'■• J?=^'»C^-'»-'-(/ cos'è + «sen'ey' 
quindi : 

,., y sen' 6 . cos' _ 

/ 'cos'è -l-w'sen'e 

"■(/cos'e + wsen'O)" 
e finalmente: 

\^'^\Td) i_ ./ ^{dfV_ V r. cos' 9 4- m*. sen' e 

rsene ~sene,"V '"Vej sefte.(/cos'e + msen'e)' 
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Quindi la {3) diverrà 



. r ^rcos'6 + m'sen'e ,. .. 

<«> = »o ^ ^ang a . — V"^^ 5-5-1 TEx- ^ 8. (5) 

° J sen6.(/cos 6 + msen 6) ^^-^ 

È facile vedere che quest'ultimo integrale non dipende da 
integrali ellittici, come la presente indagine avrebbe potuto lasciar 
presumere^ anzi tale integrale non è di difficile calcolazione. 

Poniamolo infatti sotto la forma seguente: 

\/r+m'tang"Q 



h 



Q+m tang* 6) . tang 6 ' cos* & 

La sostituzione ^ 

tang 6 = / 



de. 



lo trasformerà allora in 



/! 



' \//'4-w'/' ., 

e la successiva posizione 

(d'onde ) 

\ m ' m ] 

in 

che può scindersi in: 
e risulta infine eguale a 

- log ~, + (W — . I 1 . 7/ TT • (0 

Questo nuovo integrale darà luogo ad una espressione logarit- 
mica, oppure ad una funzione circolare, secondo il segno di l(m — /), 
ciò che dovrà esser stabilito in ogni dato caso particolare. 

Se dunque indichiamo con F(H) il risultato della sostituzione 

t; = \/r+w*tang*e 

nell'espressione (6) Idopo compiuta la restante integrazione , la 

(5) diviene 

co = w^ ± tang « . F(0) ; 

e la presente, insieme alla 



Im 



/cos*e + wsen*e' 
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rappresenta cosi, in termini finiti, le trajettorie oblique richieste dei 
meridiani del dato elissoide od iperboloide. 



Ove si tratti di un elissoide di rota'^one schiacciato^ pongasi 

1^=0"^ fn = e*. 
Si avrà in allora 

a'>c\ 

L'elisse meridiana avrà per equazione 

a'^ e' ^ 

e, ruotando intorno all' asse minore, genererà la superficie rappre- 
sentata fra coordinate polari da: 

^ " a^ cos' e + c\ sen^ e • ^^J 

In tal caso l'integrale contenuto nell'espressione (6) diviene 
f dv 

J y^^a'(a'—c')' 
il cui valore è 

I , V — a. \la^ — e* 

. . log , . 

2 a \la^— c^ ^v-f-a.\ja^ — c^ 

Quindi, sarà: 

--lV^^^.iog^(S^£l:i:^-^^S 

Cosi, ove si tratti di un tale elissoide, le trajettorie oblique 
dei suoi meridiani sono rappresentate dall' eq."* (7) della superficie 
insieme alla 

0) = <o^ ± tang a . F(6), 

ove F(0) è espresso a norma della (8) ora ottenuta. 

Se trattasi infine di una superficie sferica, possiamo valerci di 
queste ultime formole, osservando che la (8) viene qui surrogata 
dalla seguente 

„ ... I , V I + tang* tt — I I , I — cos 9 , ^ 

F(9) -^-IngJL T^, &- =-log — ; T- = log tang -, 

^^ 2 ^Vi+tang^» + i 2 ^i+cose ^ ^2' 

giacché si ha in tal caso c — a= raggio della sfera data. 

G. TouASELLi, Eserciti sulle equa^. diferenpali. 9 
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Pertanto le trajettorie richieste delle circonferenze massime di 
questa, che hanno un diametro comune, sono rappresentate fra coor- 
dinate polari dalle equazioni: 

r = a, co — 0)^ = ± tang a . log tang — . 



Quest' ultima si può anche ottenere direttamente risalendo alla 
(3), che ora diviene 

co— ù)^= ± tang a. J ; 



sen 9 ' 

Una trajettorìa come quelle di cui è qui parola, pel caso cioè 
della superficie sferica, riceve anche il nome speciale di lossodromia. 

Questa curva gode di alcune rimarchevoli proprietà. Tali 
sono le seguenti: 

i.°: la lossodromia interseca l'equatore della sfera, e il 
punto di intersezione ha per longitudine co^; essa è asintota invece 
ai poli della sfera ai quali si avvicina indefinitamente senza poterli 
raggiungere. Per conseguenza questa linea non può esser piana, 
come l'analisi viene anche direttamente a dimostrare. 

2.°: se si projetta la lossodromia dall'uno o dall'altro dei 
poli anzidetti sul piano dell'equatore, ottiensi una spirale equian- 
gola, il cui polo è il centro della sfera e per la quale è a l' angolo 
della tangente col raggio vettore. 

Neil' enunciare queste proprietà si suppone però tacitamente 
che a non sia = o, né = tt, poiché in tali ipotesi la lossodromia 
cangiasi in un meridiano della superficie, che non presenta quei 

caratteri. Cosi pure devesi escludere che sia a= — , giacché è noto 

che in altóra le trajettorie cercate sono gli stessi paralleli della 
sfera. 

Esercizio i8.° 

Trovare le trajettorie ortogonali dei due sistemi di genera- 
trici rettilinee di un paraboloide iperbolico. 

L'equazione di questa superficie, riferita nel modo più sem- 
plice a una terna d'assi ortogonali, sia 
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Si può in allora dimostrare che le due generatrici di questo 
paraboloide passanti per un suo punto di coordinate x^^y^^^^ sono 
rappresentate dalle equazioni seguenti ove i segni superiori, e gli 
inferiori, debbono corrispondersi. 

Quindi^ queste generatrici avranno coseni di direzione pro- 
porzionali alle quantità: 

Se dunque si indicano con x^y^^ le coordinate di un punto 
^qualunque d'una delle trajettorie cercate, tracciate sul dato parabo- 
loide, poiché i coseni di direzione della rispettiva tangente sono 
proporzionali ad 

•t il- ÌL 
' dx'dx' 

e quelli delle due generatrici passanti per tal punto sono propor- 
zionali, come ora si vide, alle quantità 

'' -I' ^(^* + *'')> 

per la nota condizione di ortogonalità di due rette, dovremo qui 
avere : 

i±^.^ + _£^(P;cq:a^).^ = o. (I) 

a. dx oc.p^ ^ ■^■' dx ^ -^ 

Questa equazione, insieme alla 

rappresenterà cosi differenzialmente le linee richieste. I segni supe- 
riori debbonsi qui pure corrispondere, del pari che gli inferiori, 
quindi la (i) darà luogo a due sistemi di trajettorie, riferentisì ai 
due sistemi di generatrici, come dovea essere. 

Dalla (2) si ottiene, differenziando rispetto ad x e ritenendo 
ora y funzione di x : 

d^ _2 X 2y dy 

Tx'~'^~Y 'àx' ' 
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Sostituendo il valore di questa derivata nella (i) precedente 
e facendo sparire i denominatori, si avrà 

È evidente che una di queste eq."* ultime (3) si ottiene dal- 
l'altra mutando semplicemente il segno ad a, oppure a p. Potremo 
dunque limitarci all'integrazione d'una sola fra ess^^ bastando mu- 
tare, ad operazione terminata, a in — a, per avere il doppio risul- 
tato richiesto. 

Consideriamo pertanto l'equazione differenziale 



+ a^[«P^-4:K(P^-«y)].^ = o, 



(4) 



per la cui integrazione si presenta spontanea la posizione 

^x-oiy^t, (5) 

essendo t una funzione di x, da determinarsi. 
Poiché questa relazione fornisce: 

_p£— £ dy ^ dx 
la (4) si trasforma nella seguente: 

ossia : ^ 

a'P'(«* + n + 4P<' + (4Pxt-4f'-a'P0.^ = o. 

Quest'ultima poi si riduce al noto tipo (e) col cambiamento 
della variabile principale da x a /, che avendosi 

_d£ i_ 

dx djc' . 
dt 
l'equazione stessa diviene: 

^^^p^(x' + n + 4t']j^ + 4pt.x-(x^P* + 4f) = o, 
o infine: 

rf^+«^(i'(a'+r) + 4^* PKP'(a*+P0 + 4n~ 
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L' equazione ridotta che da questa si deduce ha per integrale 
completo : 

come tosto si vede; ossia 

quando si indichi, per brevità, con R il presente radicale. 

Ora, passando a considerare C come funzione di /, da deter- 
minarsi, avremo derivando: 

dx_ I d^ C dR_i Ì£_ £1 

dt~ R dt R'' dt~R' dt 4jj5 • 

dx 
Sostituendo dunque questi valori di x e di -r— nella prece- 
dente nostra eq."' dif.** completa, essa si trasforma in: 

1 Ì£ — L «'P'+4^' _l£il±_4£ 

R' dt ""p-a^p'(a^+fi^) + 4/^~p R' 

cioè: 

dt~^ R 
che, integrata, porge: 

essendo K una costante arbitraria. 

Il presente integrale equivale all'espressione 

Il SUO valore è dunque: 

ossia : 

• iJ2fi?H-a*^\(^^-«*).log(2i + iJ)j, 

€ sostituendo lo stesso al debito posto, avremo: 

c = iirH-^J2<]? + a*r(P-0.iog(2/ + ^)j. 

L'integrale completo che si cercava sarà dunque, a motivo 
della (6) : 

4^(x R — K) = 2t R + ».' p' (p'— x') Aog(^2t + R). 
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Riponendo per / il suo valore, dato dalla (5), esso assumerà 
finalmente la forma: 

2(?x+«;:).i? + «'fi'(a'-^*).log[2(?x-«:y)+i?]=^(7> 
ove ^ è la costante di integrazione, ed è: 



R = ^i^ ^' (a*-f fi») + 4 (M - »yy . 

L'esattezza di questo risultato fu direttamente constatata, ed 
è a notarsi come questo radicale R possa essere assunto indifferen- 
temente coir uno o coli' altro segno, poiché infatti non fu necessa- 
ria alcuna supposizione in proposito. Se del resto si muta 2? in — R 
è facile vedere che l'equazione stessa non cambia, ove si ricordi 
che J è una costante qualsivoglia. 

Mutando poi nella (7), del pari che nell'espressione per R, 
la a in — a, o (ciò che è lo stesso) P in — P, avremo la doppia 
equazione : 

2 (p x±xy)R+oi' p^ (a^- |s^) . log |^2 (P x q: a j;) -f 2?] = ^ (8> 

che, insieme a quella della superficie data: 

^ - oc» fi'" > 

rappresenterà ì due richiesti sistemi di trajettorie ortogonali. 
Quanto ad R, esso non è che il seguente radicale 

ove i segni superiore ed inferiore debbono corrispondere a quelli 
della (8). 

La (8) rappresenta la doppia famiglia delle curve projezioni 
di tali trajettorie ortogonali delle generatrici del paraboloide sul 
piano X y. Esse sono pertanto di natura trascendente. 

Nel caso particolare però in cui sia p = a, cioè si tratti del 
paraboloide iperbolico 

avente i propri piani direttori fra loro perpendicolari, l' equazione (8) 
suindicata cessa di essere trascendente, diventando : 
2 oi(x ±y) .R = A. 

Di questa non si accresce la generalità col quadrare, che A è 
arbitrario, quindi avremo anche, in luogo della qui scritta: 
4x\(x±yy.R' = A\ 
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e ponendo per R^ il suo attuale valore 

2a'ja* + 2(xq::)')j, 
quando sì introduca in luogo di A^ un'altra costante arbitraria C*: 

(x+^y.[a^ + 2(x + ^y]=:C\ (9) 

Quest'ultima, insieme alla a* :j = x* — jk^, rappresenta dunque 
il doppio sistema di traiettorie cercate esistenti su questo speciale 
paraboloide. Alla (9) medesima può del resto darsi anche la forma 

più semplice: 

ol\ (x ±yy + 2 (x^— /)' = C^ (io)* 

Facciasi una trasformazione di coordinate assumendo una nuova 
terna di assi ortogonali, che dirò delle ^,J'|^,, tale che la nuova 
origine coincida colla primitiva, 
che r asse delle ;jj sia sovrappo- 
sto a quello delle i, e che quelli 
delle x^y^^ che giaceranno quindi 
nel piano xy^ sieno ruotati di 
un angolo semiretto rispetto ai 
loro corrispondenti originari. 

Colla disposizione che ri- 
sulta dalla figura qui a fianco, 
le formole di trasformazione sono 
in allora 

Fig. 16. 

e introducendo questi valori nell'eq."* della superficie e nella (io), 
avremo le seguenti coppie di equazioni 










che rappresenteranno i due sistemi di trajettorie ortogonali delle 
generatrici del paraboloide 



<,=^^.y. 



A questo risultato può giungersi anche direttamente come 



segue. 



Digitized by 



Google 



136 Eserci:(i riferibili ad equa:(ioni differen:(iali 

Per la disposizione speciale che ha qui la superficie, e per la 
proprietà di cui godono i piani direttori della stessa, è facile pro- 
vare che pel punto (x^,y^,:(_J di tal paraboloide, la cui equazione 
per maggior semplicità sia ^i = w^,7,j passano le generatrici rap,- 
presentate da: 

i cui coseni di direzione sono perciò proporzionali rispettivamente 

alle quantità: 

o, i, mx^ I I, 0, my^. 

Pertanto, scrivendo le equazioni differenziali delle trajettorie 
ortogonali di questi due sistemi di generatrici, come si è fatto an- 
tecedentemente, si hanno le seguenti due eq.°* distinte, che tengono 
luogo delle (i) allora trovate: 

E siccome la ^x^^-^i^i» ^^^ ^^^ debbono essere combinate, 
porge : 



dr 



i^_-'«(y.+^:^). 



cosi, sostituendo, le medesime .divengono : 
(i + m'x;).^+m'x^y^ = 0, i -f m'y^ + m' xj,-j^ = o, 

che sono evidentemente dello stesso tipo. 
Esse ponno scriversi sotto la forma: 



f 



ossia 



^ dy^ . ^ X. I dx, , , y. 

y^ dx^^ i-t-w^< x^ dy^^ i+m'y; 

L'integrale della prima sarà cosi 

H 



yr 



od anche 



^i+m'x; 



^' i+m" x; • 

Cosi i due sistemi di trajettorie cercate, esistenti sul parabo- 
loide ^, = fnx^y,, sono rappresentati da quest'ultima presa insieme 
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del /.*' ordine e i^. grado, 137 

all'una o all'altra delle equazioni: 

:K.' (I + m' */) = H\ x; (I + m' r/) = K^ 
ove H e K sono costanti arbitrarie. 

Facendo w= -y i risultati qui ottenuti coincidono, come era 

da attendersi^ con quelli cui superiormente ci condusse la fatta tra- 
sformazione delle coordinate, dopo l' ipotesi p = a. 



Il problema, analogo al presente, trovare le trajettori'e ortogo- 
fiali delle generatrici rettilinee di un'iperboloide ad una falda, si trat- 
terebbe nella stessa maniera, ma l'equazione differenziale ordinaria 
cui si perviene presenta gravi difficoltà di integrazione. Queste si 
vincono agevolmente coli' introduzione di due nuove variabili r, 6 
(legate alle originarie per mezzo delle relazioni: 

;c = rcos6, ^-=r sentì) 

nel caso in cui l'iperboloide sìa di rota:(ione. 
Se questo è rappresentato da 

fl±2!_5l-T 

si trova cosi che le richieste trajettorie hanno per equazioni que- 
st' ultima presa insieme alla seguente: 

ol\ arco tang ^lr\^ + («' + y").f = K, 

oc — y 

ove K è la costante d'integrazione ed ove venne posto per brevità: 

Ottiensi poi l'uno piuttosto che l'altro sistema di trajettorie 
secondo il segno con cui quest'ultima quantità p viene presa. 
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PARTE SECONDA. 



ESERCIZI! 

RIFERIBILI AD EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI 1.' ORDINE 
E DI GRADO SUPERIORE AL PRIMO. 

Un' equazione differenziale di questa natura è della forma se- 
guente : 

y-+^,y-+^,y-» + ...+^».,y'+^-...y+^.=o (i> 

ove A^, A^^... A^ sono date funzioni di x ed y. 

Per la sua integrazione vengono usati i metodi che qui sotto 
brevemente esponiamo. 

a) Se l'equazione (i) proposta si può risolvere algebrica- 
mente rispetto ad y\ si avranno n valori diversi di y, che costi- 
tuiranno n equazioni differenziali lineari ordinarie fra le variabili x,y. 
Supposto di poterle integrare tutte, applicando le regole rammen- 
tate nella prima pane, si indichino con 

9, (^> y^ Q = 0. ?a (^> y^ e J = 0, . . . 9, (x, y, CO = 

i loro integrali completi. Ognuno di questi sarà una soluzione della 
(i), ma la soluT^ione generale sarà: 

9,(^>J'>Q- ^.(x,y,C). ff^{x,y,C). .9.(x,y, C) = o (2) 
che risulta dal prodotto delle singole precedenti, supposto anche di 
introdurre una sola costante arbitraria C, in luogo di C,, C^ . . .,C 
ciò che è lecito senza togliere alla generalità. 

Poiché alla (2) potrebbe darsi anche la forma seguente: 
[F. (X, y) - C] [F. (x, ).) - C] [F, (x, jy) - C] . . . | 

si scorge, facendo la moltiplicazione indicata, che l' integrale gene- 
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rale della (i) proposta contiene una sola costante arbitraria C, che 
entra cogli esponenti i, 2, ...w, mentre n è anche il grado della 
(i) stessa. 

È manifesto che quest'ultima si potrà ottenere dalla (3) col- 
r eliminare C fra la (3) medesima e l'equazione che se ne ricava 
derivando e ritenendo y come funzione implicita di x. Ed è facile 
dimostrare in generale che il risultato d'eliminazione stesso riesce 
appunto costituito da un polinomio in y' di grado w, che non è 
altro che il primo membro della (i) proposta. 

V) Se non è possibile^ la risoluzione della (i), o se il me- 
todo ora indicato non è applicabile per la complicazione soverchia 
di qualcuno dei valori di / ottenuti, può esser tentata la via se- 
guente, che consiste nel differenziare una volta la (i) stessa, op- 
portunamente predisposta. 

Suppongasi infatti che l'eq."' dif.'* data possa esser messa sotto 
la forma 

>=/(.^,/).. (4) 

Differenziando rispetto ad x, dovrà allora sussistere anche la: 

,__a/ , a/ ^ . . 

^ ~'òx'^ di' àx' ^^^ 

che non jcontiene più y^ ma soltanto x, y' e j^. Essa può riguar- 
darsi come un'eq."* dif.** del i.° ordine e i.° grado fra le varia- 
bili Xy y\ Se il suo integrale completo si indica con 

F{x,y',C) = o (6) 

è manifesto che, dovendo coesistere la (4) e quest'ultima, ove si 
elimini y' fra di tssty si otterrà un' equazione in termini finiti fra 
X ed y, che sarà l'integrale richiesto della (i), e sarà integrale ge- 
nerale, contenendo la costante arbitraria C. 

Se invece l'equazione proposta (i) non si può porre sotto 
la forma (4), ma può assumere quest'altra 

x = ^(yy y')y (7) 

il metodo ora indicato è ancora applicabile, scambiando fra loro 
le x^y. Infatti, si muti la variabile indipendente da x zd y^ e si 
avrà 

dy 
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140 EsercÌT^i riferibili ad equazioni diferen:(iali 

ove, per brevità, si pose 

d X 

Differenziando la presente rispetto ad y, si ottiene 

dx __ _£j; I £t dq_ .V 

J^~'^~dy'^dq'dy' ^^^ 
epperò, se 

^(y,q,Q = o (io) 

è r integrale completo di questa eq.^V dif.*' fra le variabili y^ q, l'e- 
liminazione di q fra le (8), (io) porgerà l'integrale generale ri- 
chiesto della (i). 

Quest'ultimo si ottiene del pari, nel caso stesso in discorso 
in cui si tratti della (7), nel modo che segue. Si differenzii la (7) 
rispetto ad x, e si avrà: 

dy^ '^df'dx 

che, in virtù della relazione 

dy' dy' dy dy , • • 

dx dy ' dx dy '^ ^ 

quando y si supponga funzione di x pel tramite della y^ può scri- 
versi : 

d^ , . d^ , dy' . . 

Ora, in questa ipotesi appunto, questa eq."* può esser riguardata 
come un'eq." dif.*' del i.** ordine e i.** grado fra le variabili y ed y\ 
Designando con 

*Cv,y,if) = o (12) 

l'integrale completo *della stessa, è manifesto adunque che l'inte- 
grale generale richiesto della (i) sarà fornito dall'eliminazione di y 
fra le due eguaglianze (7) (12). 



Il qui indicato metodo, avente per base una operazione di 
differenziazione, è suscettibile di qualche maggior estensione e può 
anche applicarsi ad un'eq."* dif.'* dell' «*"" grado, come 

'>^{x,y,y') = o (13) 

che non sia risolta rispetto ad y o ad x, come lo erano le (4), (7). 
Si dovrà infatti differenziare a tale scopo la (13) proposta, consi- 



Digitized by 



Google 



zione 



rfy 



di if ordine e di grado superiore al primo. 141 

derando y t f come funzioni di Xy e poscia eseguire l' eliìninazione 
di y^ oppure di x, fra Teq."' cosi ottenuta (che contiene in gene- 
rale jc, y, y, /') e la (13) medesima. Il risultato essendo un'equa- 

fra X, y' e /' (ossia -j^l, come lo è la (5), oppure fra y^ y\ 

^^, come quella da cui venne dianzi dedotta la (11), non avremo 

in allora che a ripetere quanto venne detto or ora per le richia- 
mate equazioni stesse meno generali : e, integrata T equazione cosi 
ottenuta, si dedurrà l'integrale richiesto della (13), ossia della (i), 
eliminando y fra la (13) e quel risultato d'integrazione. 

I seguenti due casi speciali ponno esser trattati applicando le 
regole a), V) ora esposte. 

e) L' equazione differenziale proposta si possa mettere sotto 
la forma 

/(^y— :V, y) = o (14) 

oppure 

xy— j. = (p(y), (15) 

che è denominata: equazione di Clairaut. 

Applicando la regola di derivazione alle (14), (15) [o, ciò 
che è lo stesso, alla sola (14)], si avrà, ponendo per un istante 
xy' — y=iu per brevità di scrittura: 

du dx'^dy' ' dx^^' 
ossia, giacché 

du d . , ^ dy' 

dx dx^ -^ ^ dx 

avremo : 

che si scinde nelle equazioni: 

ÉJL = o, X. 1^ + 14 = 0. (16) 

dx du ' dy' ^ "^ 

La prima di queste fornisce y' = C, costante. Epperò, sosti- 
tuendo questo valore di y' nelle (14) (15)^ avremo rispettivamente, 
giusta la nota regola: 

Cx-y = o(C) ] ^^^> 

come integrale generale della (14) e della (15) in discorso. 
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142 Eserciti riferibili ad equa:(ioni differen:^iali 

L'esattezza di questo risultato è tosto provata, poiché, diffe- 
renziando per esempio la prima delle (17), ritenuto y funzione di x, 
si trova tosto dover essere y = C; l'eliminazione di C adunque fra 
quest'ultima e la stessa (17) ci riconduce, come era da attendersi, 
alla eq.°' dif.^" (14) da cui siamo partiti. Tanto le (17), per la loro 
forma, quanto la y' = C, che se ne deduce, provano poi che, ve- 
nendo alla rappresentazione geometrica, quando si ritengano le x^y 
come le coordinate rettangolari d'un punto, la linea che si cerca, 
di cui l'eq."* dif.*" è la (14), o la (15), è costituita da un certo 
. numero di rette parallele, inclinate sull'asse delle x di un angolo 
arbitrario. 

La seconda delle (16) poi, che non venne ancor considerata, 
contenendo solo y\ e non le sue derivate, non abbisogna di inte- 
grazione di sorta e fornisce una speciale soluzione (che non può 
ottenersi da alcuna delle (17), qualunque sia il valore che vogliasi 
attribuire a C), detta singolare; questa risulta essa pure dall'elimi- 
nazione di y' fra la (16) stessa e la (14). 

d) L'equazione differenziale data (i) sia omogenea rispetto 
alle x,jv, ossia possa esser posta sotto la forma 



/(f.^-)=°- 



(18) 

Se questa si può risolvere rispetto ad y\ si avranno n equa- 
zioni dif." di i.° ordine, del tipo jy' = jr j — 1. Queste ^i integrano 

facilmente mediante la sostituzione — = /, o almeno si riducono alle 

X 

quadrature. Allora si può comporre senza difficoltà l'integrale ge- 
nerale domandato, seguendo la via indicata in a). 

Se la (18) non si può risolvere rispetto ad >•', supponiamo al- 

meno che ciò si possa fare rispetto al rapporto - Essa allora darà 

luogo ad un certo numero di equazioni della forma 

ossia 

y = x.^{y). 

Qui si faccia uso del metodo di derivazione esposto dianzi 
in i), e avremo: 



dy' 
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dove la y più non entra, e che non è che un caso particolare della 
(5). Le variabili x,y' sono tosto separate, e si ha: 

I (p' dy' 

X y' — <f ' d X ^ 
d'onde, integrando: 

L'integrale del 2.° membro si può calcolare in ogni dato caso, 
essendo in allora 9 e <p' funzioni conosciute ài y\ A questa for- 
mola si può anche sostituire quest'altra: 

Non rimane adunque che ad eliminare y fra quest' ultima e 
la precedente — = ?(/). H risultato sarà l'integrale generale ri- 
chiesto della (18), ossia della originaria (i), e in caso che le fun- 
zioni 9 sieno due o più, si dovrà fare il prodotto degli integrali 
che loro corrisponderebbero, aventi il 2.° membro =0, analoga- 
mente a quanto fu detto in a). 

Equazioni differenziali di grado superiore al primo, qual è la 
(i), ammettono anche comunemente, oltre alla soluzione generale, 
una soluT^ione singolare, quale già incontrammo nel caso dell' equa- 
zione di Clairaut. 

Il processo per ottenerla può essere uno dei seguenti: 
i.° : la soluzione singolare può nascere dall'applicazione del 
metodo i) di derivazione dell' eq."* proposta, in seguito al processo 
stesso di calcolo, come si è verificato nel caso citato ^) ; e si è ivi 
anche veduto come si pervenga alla soluzione stessa. 

2.° : nasce dall' eliminazione della costante arbitraria C con- 
tenuta nell'integrale generale della (i) (che bisogna quindi posse- 
dere), e che suppongo sia 

F{x,y,C) = o, 

e ' \ SF . 

tra questa stessa equazione e la s-tt = o che se ne ricava. 

Nella rappresentazione geometrica più sopra indicata ciò si- 
gnifica che, com'è a prevedersi, l'inviluppo delle linee rappresen- 
tate da F(x^yyC) = o, quando C varia, costituisce una soluzione 
singolare del problema. 
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144 Esercì:;;} riferibili ad equa:(ioni differenTiiali 

3.**: nasce dall'eliminazione di y' fra l'eq." difj* proposta 
f(x,y,y'^ = o e la seguente, ottenuta colla derivazione rispetto ad 

y' \ (ritenute x^y come costanti): ~^ = o. 

Quest'ultima regola equivale dunque a quest'altra: doversi 
eguagliare a :^ero il discriminante dell' eq."* difj' data, considerata 
come un' eq."* ordinaria, algebrica, in y'. 

Se applichiamo il secondo di questi metodi al caso ^), è d' uopo 
eliminare C fra la prima delle (17), che costituisce, come fu detto, 
l'integrale generale dell'attuale eq.°' dif.** (14), e l'equazione otte- 
nutane derivandola rispetto a C. Ossia, devesi eliminare C fra le: 

che è manifestamente la stessa cosa quanto l'eliminare y' fra le 
ossia fra le: 

Da ciò concludiamo che la soluzione singolare che per questa 
via si otterrebbe coincide con quella incontrata nella trattazione di 
questo stesso caso ^), quando si tenga conto della eguaglianza spe- 
ciale (ìé) cui il calcolo stesso ci condusse. 

NB, A proposito di queste soluzioni singolari, sarà sempre 
opportuno seguire più d'una delle vie indicate per la loro ricerca, 
e accertarsi che esse soddisfanno la data eq."* difj*. Talvolta tali so- 
luzioni diventano illusorie pel fatto che, interpretate geometrica- 
mente, danno luogo a linee imaginarie. 



Esercizio 19.° 
Trovare le linee asintotiche delle superficie rappresentate dalle 
equazioni fra coordinate cartesiane rettangolari: 
:r = ax^-\-by^ (paraboloide) 



HHf) 



(cono qualunque) 
:^= a . arco tang - (elicoide gobbo a generatrici 



X 



perpendicolari all'asse delle :f). 
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Si dice linea asintotica d'una data superficie ogni linea trac- 
ciata su di questa, la quale goda della proprietà, che: in un suo 
punto qualunque Af, il piano normale alla superficie in M stesso e 
passante per la tangente alla linea medesima determini sulla super- 
ficie una sezione normale di curvatura nulla in M. In altre parole ; 
la sezione normale alla superficie in un punto qualunque M di quella 
linea, che ha per tangente in M la tangente stessa alla curva asin- 
totica immaginata, ha ivi una curvatura nulla. La linea in discorso 
gode in pari tempo della proprietà, che : il suo piano osculatore in 
M è piano tangente la superficie in questo punto stesso. 

Tanto in base all'una che all'altra di queste definizioni, si 
dimostra che queste linee sono rappresentate differenzialmente dal- 
l' equazione 



dx 



m=- « 



ove i simboU r,s,t stanno, per brevità di scrittura, in luogo di 

a^ 8^? djj^ 

dx'' dxdy' 8/' 
derivate queste che si intendono ricavate dall'equazione della su- 
perficie data 

l-f{x,y). (2) 

Quest'ultima, e l'integrale generale della (i), rappresentano 
adunque in termini finiti le richieste linee asintotiche. 

Queste linee appartengono a due distinte famiglie, e lo prova 

la (i) che è di 2.° grado e può per conseguenza scindersi nelle 

eq."* dif." lineari 

y = ^^ix,y), y=^,{x,y), (3) 

Integrando l' una e l' altra di queste a parte, si avrebbero dun- 
que le eq.°* in termini finiti: 

W,(x,y,Q = o, V,(x,r,Q=:0 (4) 

ognuna delle quali, combinata coU'eq."' delU superficie, dà luogo 
appunto ad una serie di linee asintotiche. 

Per un punto qualunque della superficie passano cosi due li- 
nee asintotiche, una per ciascun sistema; esse si ottengono col de- 
terminare le costanti C„ C^ per modo che le (4) sieno entrambe 
soddisfatte dalle coordinate x^y del punto considerato, la cui 7^ è 
inoltre fornita dalla (2). La (i) porge manifestamente i valori di 
y che competono alle linee suddette in relazione a tal punto. Ossia, 
le (3) forniscono i parametri angolari delle tangenti alle curve 

G. ToKASELLi, Eserciti sulle equa^. dijfer enfiali. io 
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proiezioni sul piano xy à\ quelle due linee asintotiche, nel punto 
che è la projezione su questo stesso piano del punto considerato 
sulla superficie. 

Il fatto che per ogni punto della superficie passano due linee 
asintotiche trova conferma nella nota verità^ che: due sezioni nor- 
mali egualmente inclinate rispetto ad una delle sezioni principali di 
curvatura hanno curvature eguali e dello stesso segno. 

Per la sussistenza delle linee asintotiche si richiede manife- 
stamente che sieno reali i valori di y' forniti dalle (3), quindi 

che sia 

rt — s^<Co, 

Ciò significa che le curvature principali in ogni punto della 
superficie debbono essere di segno opposto, ossia che la superficie 
stessa deve essere in ogni suo punto attraversata dal rispettivo piano 
tangente. 

Quando sia identicamente rt — j* = o, i due si^ww di linee 
asintotiche si riducono ad uno solo; allora la superficie è sviluppa- 
bile e le linee anzidette ne sono le generatrici. 

È manifesto anzi che, in generale, se una superficie è rigata, 
uno de' suoi sistemi di linee asintotiche è costituito dalle sue ge- 
neratrici. In questa proposizione è dunque contenuta una regola per 
riconoscere se una data superficie sia rigata e per ottenerne le ge- 
neratrici; anche senza effettuare T integrazione della (i) basterà in- 
fatti indagare se, o meno, la stessa possa essere soddisfatta suppo- 
nendo y = Ax-\-By e se, in caso affermativo, quest' eq."* insieme 
a quella della superficie data rappresenti una retta. 

La sussistenza della disegu^UaiKza rt — 5* < o per tutte le 
coppie immaginabili di.yalori di x ed y (almeno finché vi corri- 
spondono valori reali della :() ci dimostra infine che non è possi- 
bile alcuna soluzione singolare per la (i), o più rigorosamente: che 
non esistono altre linee asintotiche all' infuori di quelle di cui si è 
parlato, rappresentate dalle (3) prese insieme alla (2). 
i.° Ciò premesso: pel paraboloide 

:C^ax^ + by\ 
essendo ^^ 

dz d z j '^^ , , 

g^ = 2ax, ^ = 2by, r = 2a, ^ = 0, t = 2b, 

l'equazione differenziale delle linee asintotiche diviene: 

Digitized by VjOOQIC 



di J.° ordine e di grado superiore al primo. 147 



che si scinde nelle due: 

e si esige quindi, per la realità di questi valori, che a e b sieno di 
segno contrario (infatti risulta in questo caso;*/ — s^ = 4ab). 
Per maggior chiarezza supponiamo allora 
1,1 

€ per tal guisa l'equazione della superficie diviene 

che ci dice intanto dover trattarsi di un paraboloide iperbolico. 
Quanto alle sue linee asintotiche, avremo le: 

-■(5Ì)"-P- = " « 



che, integrate, danno 






y=\x + C, y==_|^-4-C,. (6) 

Dietro questi risultati, l'integrale generale della (5) sarebbe, 
come sappiamo 

ossia: 

(>'-C)'-|lx^ = o, (7) 

che contiene appunto la prima e la seconda potenza della costante C 
d' integrazione. ^ 

L'esattezza di questo integrale (7) è tosto provata differen- 
ziando questa relazione rispetto ad x^ ciò che dà ' 

(jy_C).y'— L^ = o, 

ed eliminando C fra quest' ultima e la (7) medesima. Più breve- 
mente si può qui eliminare la quantità y — C che entra in entrambe. 
Il risultato di tale eliminazione è appunto a* y'* — (3* = che è 
l'eq."* dif.'* d'onde siamo partiti. 
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Nella presente ricerca è però preferibile di non servirsi della 
(7), e di considerare a parte gli integrali (6) da cui venne ottenuta. 

Allora si avranno i due sistemi di linee asintotiche di quel 
paraboloide, che saranno quindi rappresentati dalle coppie di equa- 
zioni 



,.4.+c. 




.=-^ + c. 


x' f 






ossia da queste altre: 








(8) 





(9) 



Queste ci dicono che tali linee asintotiche sono tutte rette, 
che quindi il paraboloide iperbolico è superficie rigata, avente due 
sistemi distinti di generatrici che sono palesemente parallele ai piani ' 
direttori del paraboloide stesso (appunto cosi chiamati) rappresen- 
tati dalle equazioni 






OL 



Se vuoisi che le linee asintotiche (o geaeratrici) cosi otte- 
nute, passino per un determinato punto (x^y^:^J della superficie, 
tale dunque che sia 



-^0= 



.< y: 



non avremo che a determinare C, nelle (8) e C, nelle (9) in modo 
che queste coppie stesse d'eq."' sieno soddisfatte dalle coordinate 
speciali di quel punto. Per tal modo si ha: 



r P 



e quindi: 






c.=^„+|.. 



p' ~ «* ^ fi' ^ «li 



ossia: 






yj. 



■2 4^(P^o-*Jo) 
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che si ponno anche scrivere: 

Introducendo pertanto questi valori nelle (8), (9) avremo, 
compendiando le due coppie di equazioni in una sola, ove si tenga 
-dappertutto la corrispondenza dei segni: 

ossia finalmente: 

(-) 

che definitivamente rappresenteranno le generatrici richieste. 

A queste equazioni si giunge pure trovando l' intersezione 
della superficie col suo piano tangente nel punto (j^o-^o-O consi- 
derato, cioè combinando fra loro le equazioni: 



K 






^(.x — x;) — ^(j'-yj - (x — O == 0, 

€ infatti una generatrice rettilinea d' una superficie appartiene sempre 
anche al piano tangente a questa in un punto della stessa. 

Più semplicemente basta qui combinare a tal uopo le equa- 
zioni : 

1 = -^-^' K + ^ = 2-^x-2pry. 

Le (io) sono le equazioni alle quali si appoggia l'esercizio i8.^ 
nel quale si fece la ricerca delle trajettorie ortogonali dei due sistemi 
di generatrici del paraboloide. 

2.° Per la superficie conica 



posto per brevità 

1 



!='&)• 



X ^ 
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si ha 

Z = x.f (»), 

g7 = ?(«) — «•?'(«). gj = ?'(«); 

Cosi l'equazione differenziale delle linee asintotiche di questa 
superficie può scriversi come segue: 

?" 00 '\y — 2xy.y+ x\y'^ = 0, (II) 

che sarebbe soddisfatta supponendo <f" (w) = o; ma questa soluzione 
deve essere rifiutata poiché ad essa corrisponde 9 (u) = Au-j- By 
essendo A t B due costanti, talché V eq."* della superficie dovrebbe 
essere 

l = x(^Au'^B) = Bx + Ay 

e si tratterebbe d'un piano passante per l'origine, caso che vo- 
gliamo escludere, poiché riferibilmente ad esso non esistono deter- 
minate linee asintotiche, come lo prova anche la precedente (11) 
che risulta soddisfatta senza dar luogo ad alcun legame fra x ed y^ 
cioè senza dar luogo ad alcuna curva. 
Dunque la (11) equivale a 

y — 2 a:)' .y' + ^*-y* = o> 

ossia a: 

' (y—xyy = o, 

di cui l'integrale è, trascurando il quadrato: 

j^= Cx. 
I due sistemi di linee asintotiche vengono qui dunque a coin- 
cidere fra loro dandone uno solo, ciò che appunto dovea verificarsi 
essendo per ogni punto della superficie conica (cioè qualunque 
sieno le x;y) 

rt — s' = o. 

La superficie stessa è dunque rigata e sviluppabile e l'equa- 
zione ottenuta ce ne fornirà le infinite generatrici. Infatti, combi- 
nando h y==Cx coU'eq."' del cono, abbiamo che le linee asinto- 
tiche di questo saranno tutte rappresentate dalla coppia di relazioni 

y=Cx, ^-=9(C).a:, 
ciò che mostra trattarsi d'una retta qualsiasi passante per l'origine, 
vertice del cono, come dovea essere. 
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y 

3.° Per V elicoide ;( = a . arco tang — si ha: 

2xy / — x^ 2 xy 

• — s=a-r-j—: — iTi, / = — a.' 



(x'+yy (x'+yy (x^+yy 

quindi l'eq."' dif.** delle sue linee asintotiche è: 

xy + (y — x^) . / — xy . /' = 0, (12) 

che risolta rispetto ad / fornisce 

y = tf^ ± .J— Uy'-xy+4^'y> 

2xy 2xy ^^^ J \ "t J y . 

cioè 

y-j oppure / = — y> 

che si ponno anche scrivere : 

xy — _y=o x+}'y = o. 

Queste eq." dif." lineari, nelle quali la (12) si scinde, hanno 
per integrali completi: 

y=C^x, ;c^ + / = Q, 

epperò l'integrai generale della (12) sarebbe: 

e questa, insieme alla equazione della superficie, rappresenterebbe 
entrambi i sistemi di linee asintotiche cercate. Conviene per altro 
tener distinti i due risultati or ora ottenuti. Quindi le due serie di 
linee asintotiche stesse saranno rappresentate dalle coppie seguenti 
di equazioni: 

y 03) _^ __„2 ì- (^4) 



^ = a . arco tang ^ 



X 



j 



:^z=: a , arco tang 



X 



) 



Potendosi alle (13) sostituire queste altre: 
y=C^Xy :(^ = a, arco tang C, , 

concludiamo che Puna serie di linee richieste è costituita da rette 
parallele al piano xy e tali da incontrare sempre Tasse delle :j. 
Esse sono le generatrici del dato elicoide. 

Quanto all'altra serie di linee asintotiche, alle (14) possiamo 
sostituire le: 



x'+/=C„ y = x.tmg^, 
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ossia: 






x^|i+tang^|-j=C,, :y = x.tang|, 


oppure 






x= ±\/C,.cosi, :y = ^.tang^. 


ovvero 


infine: 




x^± ^C;.cos^, 3^= ± \/C;.seno^ 



le quali rappresentano, tanto facendo corrispondere i segni supe- 
riori^ quanto gli inferiori, un'elica cilindrica avente per asse 0:^ e 
la propria origine sull'asse delle x positive, oppure negative; il 
raggio della superficie cilindrica su cui essa è tracciata è VQ> ^^* 
bitrario. 

Queste infinite eliche costituiscono il 2.° sistema di linee asin- 
totiche del dato elicoide; e siccome pei punti d'una stessa genera- 
trice passano infinite eliche come le descritte, che avranno tutte 
per normale ordinaria nei detti punti la generatrice considerata, è 
manifesto che questa sarà una trajettoria ortogonale per la serie 
delle eliche suddette. 

Dunque, le eliche considerate e le generatrici di quell'elicoide 
gobbo si segano ortogonalmente. In questo caso tal proprietà rimar- 
chevole delle linee asintotiche trovate si verifica altresì per le loro 
proiezioni sul piano xy (che sono rispettivamente: circonferenze col 
centro comune O, e rette uscenti da questo punto), e lo dimostra 
altresì la (12), che ci dice essere il prodotto delle sue due radici 
eguale a — i. 

La ricerca delle traiettorie ortogonali delle generatrici, o delle 
eliche considerate del dato elicoide, potrebbesi anche istituire per 
via diretta, nel modo già altrove tenuto (veggasi Esercizio i8.°). 

Pel punto di coordinate ^o-^'o-^o' appartenente all'elicoide, 
passa la generatrice di equazioni 

y = ^^^y Z = ^' arco tang J = ^o ; 

o o 

i suoi coseni di direzione sono dunque proporzionali alle quantità 

I, ^% 0. 

Adunque, se x,y.:(^ sono le coordinate d'un punto qualun- 
que di una linea tracciata sull'elicoide, che seglii ortogonalmente 
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le sue generatrici, dovrà sussistere l'equazione: 

1 + ^.^=0. 

X dx 

Questa, insieme a quella dell' elicoide, rappresenta differenzial- 
mente una qualunque delle trajettorie ortogonali delle generatrici 
stesse e, ad integrazione compiuta, si riconosce tosto che tali tra- 
jettorie sono appunto le eliche di cui sopra. 

Reciprocamente, le equazioni dell'elica cilindrica che contiene 
il punto (x^.^o-O dell'elicoide, sono 

x^+f = x;^y;, ;5: = a.arcotang^, 

quindi, avendosi, in relazione a tal punto, le eguaglianze seguenti 

che forniscono -r^ e ^r^ : 
dx dx 

dy d^ a ( dy \ a^ 

^o+)'o-j^— 0, dlc~x; + y;[^-dx~^-) y/ 

i coseni di direzione della tangente all' elica in esso punto saranno 
proporzionali alle quantità: 

e quindi si avrà come eq."* dif.^' delle trajettorie ortogonali delle 

eliche immaginate: 

X dy a dz .. 

I .—^ •T^ = o. (15) 

y dx y dx ^ "^ 

Ma, insieme a questa deve sussistere req.*"' della superficie, 
d'onde si trae differenziando (ritenute >' e ij; quali funzioni di x) 

Ìl — —JL—( Ìl_ \ 
dx~x''\-y'Ydx y)' 

Sostituito pertanto questo valore nella (15), si troverà facil- 
mente 

epperò, non potendo esser nullo il secondo fattore, dovrà essere 

dy 
y — X'f-=0, 

^ dx 

che, integrata e congiunta con quella dell'elicoide, fornisce appunto 
come trajettorie ortogonali della serie immaginata di eliche le in- 
finite generatrici dell'elicoide. 
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La ricerca delle linee asintotiche diviene opportuna anche nel 
caso in cui si tratti d'una superficie del 2° ordine avente centro. 

Qui si può dimostrare anzitutto dover esser la stessa un iper- 
boloide ad una falda : le sue linee asintotiche, tanto dell' uno che 
dell'altro sistema, sono rette, sono cioè le generatrici di tale iper- 
boloide. 

Se l'equazione di questo è 

a' ^ p' y* '' 

si trova facilmente per simil via che: le due generatrici sue, pas- 
santi per un punto di tale superficie di coordinate x^.y^.:(^, sono 
rappresentate da: 

ove debb' essere mantenuta la corrispondenza dei segni. 



Esercizio 20.° 

Trovare una curva piana tale che: il luogo dei piedi delle 
perpendicolari condotte da un dato punto del suo piano alle sue 
tangenti sia: una retta data per direzione e posizione, oppure: una 
circonferenT^a di raggio dato e di centro dato. 



Riferiamo la curva che si cerca, e le linee date, a due assi 
ortogonali. Per semplicità disporremo nel i.° caso l'asse delle ^ 
coincidente colla retta data e l'asse delle x passante pel punto dato, 
la cui ascissa sia cosi h (conosciuta); nel 2.° caso assumeremo come 
origine il centro della circonferenza data, il cui raggio sia a, e 
come asse delle x la retta che lo congiunge col punto dato, la cui 
ascissa sia tuttora h. 

Cosi l'equazione della linea data sarà: 

nel i.° caso x = o: nel 2.° caso x* + / = ^^- 

La perpendicolare alla tangente nel punto (jXyy) della curva 
immaginata, passante pel punto dato (A, ó)y è rappresentata da 

y=-i(x-A), (I) 

Digitized by VjOOQIC 



di /." ordine e di grado superiore al primo. 155 

essendo X, Y le coordinate correnti : e poiché quella tangente ha 
per equazione 

Y-y = y\(X-x), . (2) 

si avranno le coordinate x^ , y^ del punto di incontro di queste due 
rette facendo sussistere insieme le (i) (2). 
Risolvendo tale sistema, si ha: 

e queste saranno eziandio le coordinate del piede P della perpen- 
dicolare condotta dal punto dato sulla tangente alla linea richiesta 
nel punto (jc, y) di essa. 

Poiché il punto P deve appartenere alla retta data, o alla cir- 
conferenza di cui sopra, debbono aver luogo ordinatamente le re- 
lazioni 

^0=0, x; '\-y;=^a\ 

ossia, ponendo per x^ ed y^ i valori ora trovati: 
(x/— >')/ + * = 0, 

\.{xy-y)y'^-hY + [xy-y-hy'Y = a\i-\-yy: 

e quest'ultima, sviluppando i quadrati e semplificando, si riduce a 

Distinguiamo dopo ciò i due diversi casi e integriamo le rispettive 
equazioni differenziali della curva cercata. 

i.° Caso, 
L'equazione da integrare è 

{xy—y).y' + h = o. (3) 

Essa é del 2.° grado ed ha la forma dell'equazione di Clairaut. 

Per quanto fu adunque veduto a suo luogo in proposito a 
questa, Vmttgr^ìt generale della (3) sarà il seguente, ottenuto dalla 
(3) stessa col mutare y' in C, ove C é una costante arbitraria: 

C(Cx-y)Jth = o, (4) 

ossia avremo: 

^=cx + A, (5) 

La (4) contiene C e C^ come dovea essere. La (5) mostra 
che le linee richieste sono tante rette, diverse per direzione e per 
posizione, i parametri di ognuna delle quali sono però legati fra 
loro per modo che il loro prodotto é costantemente h. 
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Oltre alla soluzione generale cosi ottenuta sappiamo esservene 
una singolare, che in questi casi è la più interessante, alla quale sì 
perviene eliminando C fra la (4) e V equazione che da questa si ri- 
cava derivandone il primo membro rispetto a C 

Tale soluzione singolare nascerà qui dunque dall'eliminazione 
di C fra la (4) e la seguente 

2C X — ^^ = o, 
cioè sarà 



ossia 






f^^hx. (6) 

Si perviene a questo risultato anche seguendo la via, a suo 
luogo indicata, consistente nelP eguagliare a zero il discriminante 
della (3), ossia della 

xy^ — yy' -{- h = 0, 

considerata come un'equazione ordinaria, del 2.° grado, in y'. 

La (6) rappresenta geometricamente una determinata parabola, 
che è l'inviluppo della serie di rette dianzi ottenute (fornite dalla 
(4), o dalla (5), al variare di* C); questa parabola ha per isse 
l'asse delle x, per vertice l'origine, per foco il punto dato. 

Possiamo pertanto formulare la seguente proposizione : il luogo 
dei piedi delle perpendicolari condotte dal foco d'una parabola alle 
sue tangenti è la retta perpendicolare al suo asse, che passa pel vertice. 

La (5) rappresenta, al variare di C tutte le tangenti a questa 
parabola e rappresenta al tempo stesso tutte le rette per le quali 
il punto di incontro coU'asse delle y è anche il punto di incontro 
delle stesse colle loro perpendicolari uscenti dal punto dato (foco). 

Discende cosi dalle cose esposte la seguente costruzione della 
tangente ad una data parabola in un punto di essa, o delle tangenti 
condotte da un punto esterno alla stessa. 5/ tracci la circonferen:^a 
avente per diametro la retta che unisce il punto dato m col foco F 
della parabola, e si determinino i punti P, P' di interse:^ione di tal 
circonferen^ia colla perpendicolare all'asse della parabola condotta pel 
vertice V di questa. Unendo tali punti con quello dato si avranno le 
tangenti richieste. Infatti, entrambe queste congiungenti wP, mP' 
godono della proprietà ora ravvisata, spettante alle rette (5), dunque 
riescono veramente tangenti alla parabola, come venne asserito. 

Ove il punto m appartenga alla parabola, la costruzione ora 
indicata vale tuttora, ma è da osservarsi che i punti P, P' debbono 
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in tal caso venire a coincidere, poiché è noto che per un punto d'una 
curva del 2.^ ordine non passa che una sola tangente alla stessa e 
nel presente' caso nessuna delle soluzioni dianzi ottenute andrebbe 
rifiutata, trattandosi, come si disse, di rette appartenenti alla serie 
di quelle che vengono fornite dall'equazione (5). È dunque neces- 
sario in allora che la circonferenza immaginata riesca tangente alla 
retta Vy perpendicolare all'asse parabolico. La costruzione della 




Fig. 27. 



toccante alla parabola in un suo punto può allora semplificarsi. In- 
fatti, considerando nella figura qui sopra, un punto M che appar- 
tenga alla linea e immaginando la circonferenza testé descritta, il 
cui centro é C, punto di mezzo delia F M^ il punto T di contatto 
della stessa colla retta Fy si avrà conducendo per C la parallela 
all'asse della parabola, ed é il punto T che va congiunto con M. 
Pertanto la costru:(ione della tangente in M alla parabola si riduce 
a congiungere M col punto T della Fy, la cui ordinata è eguale alla 
metà di quella del punto M stesso. 

Che la circonferenza or ora considerata sia veramente tan- 
gente alla retta Fy sì dimostra poi anche per via diretta, mostrando 
che CT=CM=CF, cioè che l'ascissa del punto di mezzo della 



FM è eguale a ^ F M, ciò che é assai facile. 
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Da quest'ultima costruzione della tangente in M, discende 
quest'altra per ottenere il punto di contatto della parabola con una 
data toccante mP della medesima. 

Essendo P il punto di incontro di tale tangente colla retta Vy, 
si conduca la parallela all'asse x ad una distan:(^a doppia di quella 
che ha il punto P da quest'asse. Il punto di interse:^ione S colla retta 
m P data è il punto di contatto domandato. 

Oppure : si conduca per P la parallela all'asse della parabola 
e si determini su di essa il punto Q, tale che sia P Q = FQ. Pro- 
lungando la F Q di altrettanto si otterrà il punto di contatto S ri- 
chiesto; e questo apparterrà alla data retta e alla parabola di cui F 
è il vertice, F il foco. La condizione * poi cui dovrà soddisfare la 
retta stessa per essere tangente a tale parabola è che la FP sia ad 
essa perpendicolare. 

Sapremo cosi condurre alla parabola, dal punto P, la tangente 
mPS la cui costruzione sfugge alla regola antecedente. 



L'equazione differenziale precedente (3) si può anche integrare 
senza ricorrere all'artificio della differenziazione, come segue. 
Risolta rispetto ad y\ si scinde nelle due sottostanti: 

2 xy'=y ± \lf~4hx, (7) 
che si potrebbero integrare mediante' la sostituzione y = — , 

essendo w una funzione di x da determinarsi. Ma, preferibile è que- 

st' altra posizione 

f = U 
d'onde: 

2y ,y' = t'. 

La doppia eq."* (7), posta sotto la forma: 

2xyy=f± \lf — 4hxy'=y\^i ±y i— 4*^j, 
si trasforma allora in: 



x4' = t\i ± J I— 4/;— , 



che è manifestamente omogenea. 

Ponendo adunque t = xu, ove u è una nuova variabile, fun- 
zione di Xy (per cui: /' =w + ^^') si avrà sostituendo: 

u + xu' =u ±u.\l I— ~- , 
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ossia: 

xu' = ± ^u^ — 4 A «, 
da cui: 



\l(^U — 2hy—4h' ~ X 

Le variabili sono qui separate, pertanto si avrà: 
logL — 2 A ± \J(u — 2hy—4h^ = log Kx, 

essendo K una costante qualsivoglia. 

Quest'ultima doppia equazione equivale a: 

u — ih ± ^«^ — 4hu = Kxy 

e ricordando le sostituzioni fatte, per le quali riesce u = — , essa 

diviene : 

y' — 2hx±y.\ly' — 4hx = Kx\ 
che può scriversi 

(y ± \l/—4hxy = 2 Kx\ 

Estraendo di qui la radice quadrata, si avrà quando si ponga 
)l2K= 2 C, nuova costante arbitraria!: 



y±\Jy' — 4hx=^2Cx, (8) 

e, assumendo successivamente i due segni davanti al radicale è fa- 
cile dimostrare che questi sono veramente integrali completi per le 
(7). Quindi, per quanto fu esposto in a), circa l'integrazione delle 
eq."^ di grado superiore, l'integrale generale della (3) sarà: 

(y — 2Cx+\jy'—4hx)(^y — 2Cx—\ly' — 4hx') = o 
ossia, sviluppando e semplificando pel fattor comune 4x1 
C'x — Cy-\-h==o. 

Questo risultato coincide appunto con quello fornito dalla (4), 

come dovea essere. 

2.° Caso. 

L'eq."" da integrare è 

i^y'-yy-a^O+y')-h' (9) 

che è pure della forma di cui si è trattato in e). Mutando la / 
in C, l'integrale generale della (9) sarà dunque 

(Cx — yy=^a' — h' + a' C\ (io) 

d'onde si ha . 

y=Cx±\la'—h' + a'C\ (11) 
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Quest'ultima rappresenta, per ogni valore della costante Cy 
una coppia di rette parallele ed equidistanti dall' origine, centro della 
data circonferenza. Variando C si ha un'infinita serie di siffatte 
coppie e varierà dall'una all'altra l'inclinazione e la distanza delle 
rette stesse; ma se una qualunque di osst si rappresenta mediante 
V equazione 

fra i due parametri m^n passa costantemente la relazione 
n'-^a'—F-^a'm\ 
Oltre alla soluzione generale (ii) si avrà anche quella spe- 
ciale risultante dall'eliminazione di C fra la (io) e la seguente: 

M{Cx-yy-a^+h^-a^c\^o, 



ossia fra la (io) e la: 

x{Cx — y) — a*C = o. 
Si ottiene per tal guisa, dopo opportuna semplificazione: 

(h^-a^)(^x'-a^)-a\f = o, (12) 

ed a questo risultato si giunge altresì valendosi direttamente della 
eq."* dif.^' (9) stessa, ponendola sotto la forma: 

(y—a').y"—2xy.y'+y' + h' — a'=o, 
ed eguagliandone a zero il discriminante, ciò che dà: 

ix^-a^)(j' + h^-a^)-x'f=o (13) 

che coincide colla (12) e soddisfa veramente la (9), come deve 
essere. 

A codesta soluzione singolare (12) corrisponde geometrica- 
mente una determinata linea del 2.° ordine, per la quale risulta 
verificata la proprietà richiesta dal presente problema (pel caso della 
circonferenza) del pari che pel sistema di rette rappresentate dalla 
(11): tale curva del 2.° ordine è l'inviluppo di queste ultime. 

La (12) si può mettere sotto la forma seguente: 

epperò l'accennata curva è una elisse od un* iperbole avente per cen- 
tro l'origine e gli assi diretti a seconda degli assi coordinati, elisse 
se a^ >>/?', cioè se il punto dato è intemo al cerchio dato, iper- 
bole se à'<Zh^y cioè se quel punto è esterno al cerchio stesso; il 
semiasse maggiore nel i.° caso, e il reale nel 2.°, eguagliano a, 
raggio di quella circonferenza ; e la distanza dei fochi dal centro è h. 



Digitized by 



Google 



di 1° ordine e di grado superiore al primo. i6i 

Dunque, più brevemente: si tratta d'una elisse o d'una iper- 
bole avente il centro nel centro della circonferenza data e uno dei 
fochi coincidente col punto dato; inoltre due suoi venici apparten- 
gono alla circonferenza stessa. 

Se, come caso particolare, si ha a' = //, cioè se il punto 
dato giace su quest'ultima, devesi riguardare la curva (14) come 
degenerata in una retta, l'asse delle x stesso; che questa goda in 
allora della voluta proprietà è manifesto; è chiaro d'altronde che 
y=o costituisce veramente un integrale dell' eq."* difJ* (9), ora 
riducentesi alla seguente 

L'integrale generale (io) diviene in tale ipotesi (Cx— _)»)*= a" C*, 
e questo può anche ottenersi osservando che la precedente dà luogo 
alle eq."' dif." lineari: \ 





y x-a' y 
jono 


_ y 




i cui integraH 5 


x + a' 




y=^C,(x- 


-d), y 


= C,(x 


+ «). 


coi quali viene 
ossia appunto 


a com porsi 
— Cx + a 

• 

(y- 


la 

C)(y- 
-Cxy= 


e X — 


'.C)^o, 



Per ogni valore dato alla costante C abbiamo dunque in tal 
caso la coppia di rette parallele y = C (x ± a), che hanno dire- 
zione variabile al variare di C, ma di cui l'una passa costantemente 
pel punto dato, l'altra pel suo simmetrico rispetto all'origine. 

Tali coppie di rette non danno luogo ad alcun inviluppo, e 
la soluzione jc = o, or ora incontrata, deve cosi riguardarsi piuttosto 
come una soluzione particolare ; infatti, fra le infinite coppie di rette 
citate, corrispondenti all' integrai generale, è compresa quella costi- 
tuita da due rette coincidenti coli' asse delle x. 

Prescindiamo dall'ipotesi speciale ultimamente fatta, in cui 
a^ = h\ e potremo formulare la proposizione seguente, di cui ò 
un caso particolare quella precedentemente stabilita in riguardo al 
Caso I.° : il luogo dei piedi delle perpendicolari condotte da uno dei 
fochi d^ una elisse, d'una iperbole, alle sue tangenti è la circonfe- 
ren:(a concentrica con tale elisse con tale iperbole, avente per rag- 
gio il semiasse maggiore, oppure il semiasse reale, 

G. ToMASELLi, Eserciti sulle equa^. differeniiali. Il 
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Le (il) rappresentano, al variare di C, tutte le tangenti al- 
l'una o all'altra di queste curve e rappresentano al tempo stesso 
tutte le rette per le quali i punti di incontro colle perpendicolari 
loro condotte per l'uno o per l'altro dei fochi, giaciono su quella 
stessa circonferenza. Che quanto si verifica per riguardo ad uno dei 
fochi abbia luogo contemporaneamente anche per rispetto all'altro 
è cosa per sé chiara, ma lo prova eziandio il calcolo, osservando 
che le equazioni (io) (ii). (14) non mutano se si cambia h in 
— h, talché, ove in luogo del punto dato si consideri il suo sim- 
metrico rispetto all'origine degli assi, le linee ottenute rimangono 
le mede^me. 

Discende dalle cose dette la seguente costruzione della tan- 
gente ad una data elisse in un punto di essa, o delle tangenti con- 
dotte da un dato punto estemo alla stessa, e avvertasi che la me- 
desima costruzione vale anche pel caso che si tratti d' una iperbole, 
riferendo soltanto all'asse reale quanto per l'elisse si riferisce all'asse 
maggiore. 

Si costruisca la circonferen:(a che ha per centro il centro della 
elisse data e per raggio il semiasse maggiore OA = a. Si tracci poi 




Fig. 28. 



la circonferen:(a avente per diametro la retta che unisce il punto dato 
m con uno dei fochi, F, della elisse, e si determinino i punti P, P' di 
interse:(ione di questa circonferenT^a colla precedente. Unendo tali punti 
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con m si avranno le tangenti richieste. Infatti, entrambe queste con- 
giungenti mP, mP' godono della proprietà testé riscontrata per le 
rette (11), dunque riescono appunto tangenti a quell' elisse. Le per- 
pendicolari condotte dall'altro foco F' sulle mP, mP' cosi deter- 
minate, incontreranno le stesse in punti p, p' appartenenti essi pure 
alla circonferenza predetta, di centro 0. Ripetendo adunque la co- 
struzione ora indicata, per riguardo al foco F\ in luogo di quello 
F testé considerato, si otterranno le medesime tangenti passanti per 
il punto dato m, le quali verranno ora individuate dai punti p^ p' 
di intersezione della stessa circonferenza fissa con quella avente per 
diametro la congiungente F' m. Si hanno cosi due modi per deter- 
minare le tangenti condotte da un punto all' elisse che, praticamente, 
si serviranno l'un l'altro di opportuna verifica. Se il punto dato 
appartenesse alla circonferenza di raggio a, uno dei punti P, P' 
(oppure pyp') verrebbe a coincidere con esso; la costruzione sopra 
indicata darebbe allora luogo ad indeterminatezza per riguardo ad 
una delle tangenti richieste. La toccante che non può ottenersi per 
tal via, si avrà in allora conducendo pel punto dato P la perpen- 
dicolare alla FP (se la circonferenza ausiliaria si costruisce sulla 
FP come diametro), oppure conducendo per P stesso la perpendi- 
colare alla F' P (se la circonferenza ausiliaria si costruisce sulla F'P). 
E siccome queste due perpendicolari sono generalmente diverse fra 
loro, cosi in modo assai più semplice : si otterranno le tangenti al- 
l' elisse all'iperbole data, passanti per un dato punto della circonfe- 
renT^a avente per centro il loro centro e per raggio il semiasse focale, 
conducendo per esso punto le perpendicolari alle rette che lo congiun- 
gono ai due fochi. 

Quando il punto dato si trova sulla elisse stessa, per esem- 
pio in M, l'antecedente costruzione generale non cade in difetto, 
ma può essere semplificata. Infatti in allora una sola tangente deve 
potersi condurre alla linea, quella appunto per la quale é M il punto 
di contatto. Adunque nessuna delle soluzioni offerteci dalla costru- 
zione ricordata essendo da rifiutare, sarà d'uopo che tsst vengano a 
coincidere in una unica, cioè i punti P, P' diverranno coincidenti, e 
similmente i punti p^ p' . In altre parole, le circonferen:(e aventi per 
diametri i raggi vettori condotti dai fochi al punto M saranno tan- 
genti alla nota circonferenT^a di raggio a. Per avere la tangente ri- 
chiesta basterà dunque congiungere M coli' uno o coli' altro di questi 
punti di contatto, e concluderemo inoltre sussistere la proprietà che 
tali punti e il punto M sono in linea retta. 
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Indicando con C il punto di mezzo di MF e con C quello 
di MF\ i punti di contatto anzidetti sono L punti r, T' di inter- 
sezione delle rette OC, OC colla circonferenza di raggio a: (il 
calcolo proverebbe infatti che, in base a queste costruzioni^ risulta 
CT=CM=CF, cioè ha luogo l'accennata tangenza). Ora, i 
triangoli simili OF' C\ F F' M ci dicono esser parallele fra loro 
le rette T, MF e altrettanto avverrà per le O T, MF', Ecco 
quindi un modo più semplice per ottenere i punti T, T'. Conclu- 
deremo da ciò che: se si conducono dal centro d'tin'elisse (o d'un* 
iperbole) le parallele ai raggi vettori, che uniscono un punto M della 
curva ai fochi, fino a incontrare la circonferen^^a avente per centro il 
centro della stessa e per raggio il semiasse focale a, i punti di inter- 
seT^ione T, T' ottenuti sono in linea retta col punto M, e questa retta 
è la tangente in M stesso alla curva. Questa costruzione dei punti 
T, T' dà luogo per vero ad ambiguità; la scelta loro deve in ogni 
caso esser fatta opportunamente. 

L'equazione differenziale (9) può essa pure venir integrata 
per altra via che non sia quella della derivazione. 

Pongasi infatti l'eq." stessa sotto la forma 

{x'— à'),y^—2xy,y'-i- /— a' + h'= o, 
e ne dedurremo le due seguenti: 

{x'— a').y=^xy± \/^Y"T(?— a') {a'— //—/), 
ossia : 

{x'— a'),y'==^xy±\]a'/ + {a'—9)Jx'^^^), (15) 
Per integrare ognuna di queste equazioni del i."^ grado, stabiliamo 
la relazione 

ay = \l'W^¥)(x'-a^).tz.vig<^, (16) 

(ove <p è una nuova variabile, funzione di x), dalla quale nasce per 
differenziazione d'ambo i membri rispetto ad x la: 

ay= , ^ZÌ1L_ -r tang 9 -f- V (^ — *') (^ — ^0 • — ^•?'- 

^ ^(^a'—h')(x'—a') . ^^^^^ . ^^ ^ cos'9 ^ 

Sostituendo questi valori di ay e ay' nelle (15), esse si riducono 
dopo alcune semplificazioni semplicissime alle seguenti: 

cos 9 ^ 
e separando le variabili si ha cosi: 

cos<p x^ — a'* ^ j 
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d'onde 


si tra( 

luogo 

-f sen 
COS9 


i+sen<p_^ 
" cos<p 

alle equazioni: 


I + ser 

COS(p 








che dà 


Ir. 

-- 

V" 
J 


+ a)' 




I 
ossia : 




=W: 


+ a 
— a 




X — a 






tang <p + \/ 1 + tang' 
tane o 4- \/ i -1- tane^ 






x-i-a' 






X -\- a 





Ripongasi ' per tang 9 il valore fornito dalla (16), e chiamisi 
per brevità con R il radicale che entra nella (15), preso col segno 
col quale venne assunto nella (15) stessa; si avrà in allora: 

. / ; r- ày + R 

tang ? + V I + tang 9 = ^ \i:cv=T 



\^\a'—F)(x'—a') ' 
e le precedenti equazioni diverranno: 

ay + R==^HXx-a), ay + R= H^{x + a), (17) 
ove H^ e H^ sono due nuove costanti arbitrarie. E questi sono per- 
tanto gli integrali completi delle eq."' dif." 

{x^-a^).y^xy + R, (x^-a')y' = xy- R, 

come è facile di verificare. 

Possiamo presentare una delle (17) sotto una forma alquanto 
diversa. La seconda di esse, ad esempio, può scriversi: 

Cay + R)(ay-R)=rH^(x-^a)(ay-R), 
ossia : 

a'f-R'=^HXx-\-a)iay-R), 

che si riduce ad 

(a'-F)(a-x) = H^(ay-R) 

quando per R si pone il suo valore. E quest'ultima equazione potrà 
assumere l'aspetto più semplice 

ay-R=:H^(x-al 

se con H^ si designa un' altra costante, sempre arbitraria. Così sa- 
ranno ordinatamente le equazioni seguenti 

ay + R = HXx — a), ay — R = HXx — a) 
integrali completi delle (15), e con essi si potrà comporre quello 
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generale della eq."* (9), di cui è questione, che riescirà: 

\ay + R—H{x — a)^ay — R — H{x — a^ = o, 
ossia : 

\ay — H{x — d)(— R' = 0, 

cioè, ponendo per Jf* il suo valore, sviluppando il quadrato e sem- 
plificando : 

H\(x — a) — 2aHy + (h'—a')(x + a) = o (18) 
ove H è una costante qualsivoglia. 

Questo risultato non coincide con quello (io) antecedente- 
mente ottenuto; per ricadere però nella (io), basta fare nella (18) 

ove C è una nuova costante, ed ove il radicale può esser preso con 
un segno qualunque. Mediante questa sostituzione, che è sempre 
lecita, isolando il radicale, quindi elevando ambo i membri al .qua- 
drato e facendo le molte riduzioni che si presentano, ottiensi ap- 
punto 

(Cx—yy=a'—h' + a'C\ 

La (18), risolta rispetto ad y, dà: 

y = n .x-\-a Ti — (19) 

^ 2aH ' 2aH 

che rappresenta una retta, mentre le (11) [dedotte dalla (io)] rap- 
presentano, come si disse, due rette parallele equidistanti dall'ori- 
gine. Questa diversità di risultato è in realtà soltanto apparente, 
giacché è d'uopo considerare l'una e l'altra delle (11), cioè assu- 
mere il radicale che vi entra con entrambi i segni, onde ottenere 
rette che, avendo una direzione qualunque, dipendente dal valore 
di C, intersechino l'asse delle y tanto dall'una quanto dall'altra 
parte rispetto all'asse delle x: mentre invece l'unica (19) è tale 
(per la sua forma) da poter dare rette che godano dell'indicata pro- 
prietà, quando H varia. 

E questo ci prova appunto il calcolo, giacché se si determina 
H in modo che sia 

laH ^ ' 
risultano per H i seguenti due valori : 



H=^aC±^a'(C'+i) — h\ 
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e si ha in corrispondenza ad essi 



^ • ^^-^rJ^ = =F \/ «' (C'"+ - *^ 



2 aH 
sicché la (19) dà luogo alle due rette 



che sono quelle stesse rappresentate dalle (11), quando a C si at- 
tribuisca il medesimo valore. 

L'esattezza della (18) si verifica del resto direttamente, osser- 
vando come il valore di y dedottone, e quello di / che se ne ri- 
caverebbe, soddisfacciano all'eq."' dif.** (9) da cui partimmo. Anche 
la soluzione singolare che si deduce dalla (18) eliminando H fra 
la (18) stessa e la seguente: 

H(x — a) — ay:=o, 

conduce al risultato medesimo (12) più sopra ottenuto: cioè l'in- 
viluppo delle rette rappresentate dall'eq."* generale (19) è ancora, 
come dovea riescire, la sezione conica di cui l'eq."* è la (14). 

Esercizio 21.° 

(Tesi proposta a Lille). 

Integrare l'equazione differenziale 



Non può qui seguirsi il metodo consistente nella risoluzione 
algebrica dell' equazione proposta rispetto ad / : ma, ricavandosi da 
questa 



y-x=±}Jy'^-ly", 



potrà applicarsi il' metodo di differenziazione esposto in b). 
Avremo cosi le relazioni seguenti: 



y — x = 


:±y' 


Vy- 


3 
2' 


''—!=+ y". 


^,- 


-i±. 
2 


/ . » 



(I) 
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e quest' ultima può anche scriversi : 



y'—l = ±f. 



3/— 3 



Yy- 



(2) 



ed esser semplificata, togliendo ad ambo i membri il fattor comune 
y — I. Rimane cosi l'equazione 



oppure : 



\/y-ì 



3 d X 

2 



\ly-ì 



che, tanto assumendo il segno superiore quanto l'inferiore, è una 
eq."* dif.^* lineare, del i.° ordine, fra le variabili x^y'. 
Se ne deduce tosto: 



e quindi: 



X+C: 



^(^+C) 






(3) 



Resta ora ad eliminare y' fra questa relazione e la (i). 

A tal uopo quadriamo la (3) affine di ricavarne y\ e avremo: 

Si sostituiscano i valori di y e di ^il y' — -nella (i), e il 



risultato d'eliminazione sarà 
.13 



y-^=li+^(^^cy{.^(x + c). 



ossia 



y = x + 



\-^ix + cy. 



27 



(4) 



Questo sarà adunque l' integrale generale della proposta equa- 
zione differenziale. Esso infatti contiene la costante arbitraria C che 
entra cogli esponenti i, 2, 3, e la sua esattezza può essere consta- 
tata come segue. 
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Differenziando la (4) rispetto ad x abbiamo 

y-l^'-i^+cy-. (5) 

per eliminare ora C, o (ciò che qui è lo stesso) ^ + C, fra le (4) 
(5), osserviamo che la (5) stessa porge: 

onde, introducendo questo valore di (x + Cy nella (4), si ha: 
da cui si ricava: 

}()'-*) = * + e, 

e, cosi ottenuto il valore di x -f C introducendolo finalmente nella 
(5), si ha: 

ossia 



{y-ì\ 



che coincide precisamente coli' equazione differenziale proposta. 

Al risultato (4) si può pervenire, come è chiaro, anche ese- 
guendo un' ulteriore integrazione sopra la (3). Quadrando infatti 
questa eq."', si ha 

che, integrata, porge immediatamente: 

y-l^^i^i^ + cy + K, (6) 

ove K sarebbe una nuova costante arbitraria; ciò per altro non può 
essere, perchè alla eq."* data compete una sola costante d'integra- 
zione. Ciò significa che fra le C, K dovrà esistere una certa rela- 
zione, per modo che nella (6) verrà ad introdursi la sola costante 
Cy oppure la sola K. Siffatta determinazione si farà, sostituendo il 
valore trovato per y^ e quello che per y se ne deduce, cioè 
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nella eq."* dif.*' proposta che deve cosi risultare identicamente sod- 
disfatta. Cosi si trova l' eq."* di condizione : 

'-(x + cy.[l + lix + cy]=[lx+±ix + cy+K]\ 

che, ridotta, diviene : C = 2 K, 

d'onde K=£. 

2 

E cosi determinato K, come volevasi, sostituendone il valore 
nella (6), si ritrova l'integrale generale (4) dell' eq."* dif/^ data, 
come dovea essere. È superfluo avvertire che quest'ultimo processo 
qui seguito, consistente in una ulteriore integrazione della (3) e in 
una successiva determinazione d'una eccedente costante, può essere 
applicato a qualunque caso analogo, ove cioè l'eq."' dif.*' data si 
integri usando del noto artificio di derivazione. 

La (2) può esser soddisfatta altresì da y =-- 1, soluzione che 
non venne testé considerata. Introducendo questo valore di / nel- 
r equazione proposta, si ottiene l'integrale singolare: 

o-^r=-^ (7) 

a cui si arriva pure integrando la y = i, che dà )^ = x+ Cost, 
e determinando questa costante in modo analogo a quello tenuto 
per riguardo all'integrale generale. La (7) soddisfa dunque vera- 
mente r eq."* dif.^* data, ma è soluzione da rifiutare poiché fornisce, 
come è chiaro, valori immaginari per le variabili. Si arriva del pari 
alla (7) cercando l'inviluppo della serie di linee rappresentate dalla 
(4), quando C varia; tale inviluppo adunque non esiste. 

E può inoltre ottenersi la (7) eguagliando a zero il discri- 
minante della eq."' cubica 

Ricordando che il discriminante dell' eq." 

è S = (flo a.— fl. ay — 4 (fl„ fl, — a,») (a, a^ — a/), 

si ha nel presente caso, ove 

«0=1. ''. = — f' ''. = 0' <^, = — (.y — xy: 



^ = (y-xy.\(y-xy-rl\. 
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Dunque S si annulla appunto facendo sussistere la (7), come 
volevasi provare; S si annullerebbe di più supponendo y '^ x^ ma 
questa soluzione non soddisfa l' eq."* dif.'* data. 

Si conclude pertanto che questa non ammette che l'integrale 
generale (4). 



Esercizio 22.° 
(Boote, pag. 151). 

Integrare l'equazione differenziale: 

y'^ — j[xy .y' -{- 8y^ = 0. 



Si dovrà qui pure ricorrere al metodo di differenziazione espo- 
sto in i), e poiché l'eq."* proposta è di 2.° grado in y^ mentre è 
lineare in Xy converrà risolverla rispetto a quest'ultima e porla sotto 
la forma 

x=Hy^yy 

Avremo cosi 

e derivando la presente rispetto ad x, nascerà la: 
2yy'y"-y'^ f-yy" 

4 y h» yl . 

ossia, rìducendo a. forma intera e semplificando: 

Qui si ricorra alla relazione 

„_dy^_dy . 
y ~ dx~ dy'^' 
e la (i) si trasforma cosi in 

(2;.y'-8y).y.g + 4/y*-/=o, 

che si può scrivere: 

y.(y'-4/)-[2)'.^-y]=o. (2) 

Eguagliando a zero l' ultimo fattore abbiamo 1' eq.°* dif.'* 

che, integrata, dà 

f=Hy, 



Digitized by 



Google 



172 Esercìzi riferibili ad equuT^ioni differenziali 



oppure 

y'=K.\B' (3) 

ove K è una costante arbitraria. 

Non rimane che ad eliminare / fra quest'ultima relazione e 
la eq."' dif.''' data 

>'' — 4-^>'.y + 8/ = o, (4) 

ciò che dà immediatamente: 

K'y.\]'y'-4K,xy\^y + Sy'=o 
e, semplificando per y^y: 



ossia : 



^-fh(f)l 



Poiché K può avere un segno qualunque, potremo sostituire 
a quest'ultima eguaglianza quella 



-fhf]' 



che se ne ottiene facendo il quadrato d'ambo i membri. 

Finalmente, al posto di — possiamo porre una costante qua- 

4 
lunque C, e cosi si avrà come integrale generale dell' eq." pro- 
posta (4) : 

.^=C.[x-cJ, (5) 

che contiene CyC^^C^ e che soddisfa in realtà alla (4), come deve 

essere. Lo stesso risultato ottiensi facendo l'eliminazione di y nel 

seguente altro modo. 

Essendosi trovato y'^ = H)\ ove tale valore si sostituisca nella 

(4) si ha: 

/. {Hy—4xy) + 8/ = o, 

8 V 
che, privata del comune fattore y^ fornisce y = 2l_ , Ponendo 

ora questo valore nella y'^ = Hy stessa, il risultato richiesto di eli- 
minazione è 

ossia : 
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che coincide appunto con la (5) dianzi ottenuta, se si indica con C 

la costante arbitraria — . 
4 
Osserviamo che, tanto per questa via^ come per la precedente, 

si presenta la soluzione speciale y = che soddisfa essa pure la 

equazione proposta. Questo non è che un integrale particolare, che 

infatti si deduce dalla (5) generale, supponendo in essa C = o. 

Alla (5) si giunge pure mediante una ulteriore integrazione 

eseguita sulla (3). Si ha cosi: 

quindi : 

2 ^7' = a:x + L 

cui si può sostituire la seguente senza accrescerne la generalità: 

y = {Mx+Ny (6) 

essendo M, N due costanti, di cui una andrà nel caso nostro op- 
portunamente determinata: jquesta (6) si ha pure dall'integrazione 

della y^ = 4M')' originariamente ottenutaj. Sostituendo il valore 
di y dato dalla (6), e quello di y' che se ne deduce, 
Jcioc 2 M{Mx + Nyt 

nella (4), che deve cosi essere identicamente soddisfatta, si trova 
la eq."" di condizione M' -{■ N^o che lega quelle due costanti. 
Per tal guisa la (6) diviene 

j' = M\{x — My 

che non e altro che T integrale generale (5) stesso già trovato, 
quando si ponga M^ = C nuova costante, che* può essere positiva 
o negativa, giacche M può anche supporsi imaginario. 

La equazione (2) è soddisfatta altresì supponendo 
y' = o oppure y^ — 4^^ = o. 

Nella prima ipotesi, cui corrisponde y = costante, onde Teq." 
dif.'* proposta possa sussistere è d' uopo che sia y =■- 0, e questo 
integrale già si riconobbe esserne una soluzione particolare. 

Nella seconda ipotesi, l'eliminazione di y' fra la (4) e la 
y'^ = 4y^ stessa, condurrà ad una soluzione singolare. Ponendo que- 
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sto valore di y'^ nella (4), l'eliminazione di / potrà farsi fra le 
relazioni 

3y' = xyy\ /'=4/ 

e la soluzione cercata che ne risulta è: 

y = ^-'. (7) 

Quest'equazione è anche quella che rappresenta l'inviluppo 
delle parabole di cui la (5) è l' eq."" generale, parabole aventi i loro 
vertici sull'asse delle x e gli assi loro paralleli a quello delle y. 

E tale inviluppo viene ottenuto, secondo la nota regola, dalla 
eliminazione di C fra le eguaglianze 

y=C(x— Cy, {x^Cy — 2C(x—C) = o. 
Siccome quest' ultima dà C = x^ oppure C = '-x^ ì risultati 

cui si giunge sono ^^ = (già testé ottenuto) e y ^ — x\ come 

27 

dovea essere. 

Si perviene inoltre alla (7) anche facendo uso della sola eq.°* 
dif.*' data (4) ed eguagliandone a zero il discriminante. 

Ricordando infatti la formola pel discriminante S d' un' equa- 
zione cubica ordinaria, considerata in occasione dell'esercizio pre- 
cedente, poiché si ha nel presente caso 



^0 = 1. ^^ = o, ^, = — ^xy, ^3 = 8/, 



-64./.(^-A^); 



quindi coU'annullare S ricadiamo appunto nel risultato y =0^ o in 
quello (7) superiormente trovati. 

Concludiamo adunque che l'eq."' dif.** proposta ammette i se- 
guenti integrali: 

y = C.(x-C)\ y^^x\ y = o, 

dei quali i due ultimi, speciali, rappresentano geometricamente in- 
viluppi della serie di linee corrispondenti all' integrale generale. 



La y'^ — 4xy.y'-\-8y^^=o può essere altresì integrata, ben- 
ché meno opportunamente, risolvendola rispetto ad y. 
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Si ha infatti, procedendo per tal via: 



4y = xy+y'.\jx' — 2y', (8) 

e quindi, differenziando rispetto ad x: 

3y-==xy" + y'.\lx^-2y'+y' ""-""y"^ . (9) 

\J X — 2y 

In queste forinole il radicale deve essere assunto collo stesso 
segno, che deve ritenersi tanto positivo quanto negativo. Poniamo 
in allora 

\Jx' — 2y'=^l, [d'onde 2/ = x'— ;(0, 

sempre tenendo conto di questa convenzione sui segni: ed aven- 
dosi cosi 

y" = x — ^^\ 
le (8), (9) diverranno: 

8^ = (^ + 0(^'-?0 (IO) 

3(^^-?0 = 2(^+^)(^-^O + (^^-?0.?'. 
In quest' ultima raccogliendo :(, si ha : 

x'—3^'—2x:(^==(x'—sz'—2x^).l\ 
che è soddisfatta da :;;' = i (e quindi da ;;; = ^ + -4, essendo A una 
costante arbitraria), oppure da: 

x^ — 31^ — 2x;( = o. 

Eliminando dapprima ;( fra la (io) e la :(^-= x -\- A cosi ot- 
tenuta^ giungiamo tosto alla relazione ^y = — A(2x -{- A)^, ossia 
facendo A = — 2 C, ove C è un'altra costante arbitraria, abbiamo 

y = c.cx-cy, 

e questo sarà l'integrale generale della proposta eq." dif.^% che coin- 
cide con quello stesso precedentemente ottenuto. 

Eliminando in seguito ;( fra la (io) stessa e la 
x"— 3^' — 2x^ = 0, 
giungiamo invece facilmente alla soluzione singolare 



come dovea essere. 



^['"é^=°' 



Esercizio 23.° 

Essendo data una retta e un punto su di essa, trovare una 
linea, posta in un piano passante per tal retta, la quale goda della 
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proprietà, clic: l'area del rettangolo costruito sui segmenti (contati 
a partire dal punto dato) determinati sulla retta stessa dalla tan- 
gente e dalla normale in un suo punto qualunque, sia eguale co- 
stantemente a quella del rettangolo costruito su di una data lunghezza 
2c Q sulla media aritmetica fra i due segmenti suddetti. 

Prendasi per semplicità la retta data come asse delle x e il 
punto dato come origine di due assi ortogonali posti nel piano 
della curva cercata. 

Se con t ed n si indicano i segmenti determinati dalla tan- 
gente e dalla normale (in un punto qualsivoglia M della curva 
stessa) sull'asse delle Xy contati a partire dall'origine, per la con- 
dizione imposta dal problema si dovrà avere costantemente: 

t ,11= 2C , — ! , 

ossia 

tn = cQ + n.) (i) 

Denotando ora con a*, y le coordinate del punto M della curva, 
fra le quali passerà una certa relazione, è noto aversi 

X y' — y 
^= > , n=^x^yy'; 

pertanto la (i) diverrà 

y {^y' —y) {^ + yy') = ^j y (^/ ~y) + ^ + j'>'J, (2) 

ed avremo cosi l'equazione differenziale 

(xy—y) (x+yy) = c^xy' —y +/ (x +yy)^ (3) 

del i.° ordine e 2.° grado. 

Per la sua integrazione giova in questo caso introdurre una 
nuova variabile r, (che riterremo funzione di x), lo stesso raggio 
vettore del punto M. 

Sia adunque 

x'-^/==r', (4) 

e ne dedurremo le relazioni seguenti: 

x + yy' = rr\ 

rr' — X xrr' — x^ — y* xrr — r* 

y= , xy' — y = =^ = . 

-^ y y y 

Sostituendo questi valori nella (3), si avrà: 

xrr — r^ . [xrr — r^ . r r — x ,1 
,rr =c\ \ .rr 

y V y y J 
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ossia, semplificando per r, fattor comune (che non può supporsi 
nullo, poiché tale soluzione sarebbe inammissibile), ottiensi: 

rr'(xr* — f) = rl^cr' — r -\-r' (jr' — x) j, 

ovvero, riducendo e semplificando un* altra volta per r: 

r'{xr' — r) = c{r''—i). (5) 

Ordinando, avremo infine: 

{x — c). r" — rr' + ^ = 0, (6) 

equazione che poco agevolmente si integrerebbe mediante risoluzione 
rispetto al coeSiciente differenziale r'. Ma, se si osserva che la (5) 
può scriversi 

r"— I 
xr' — r = c^y—, (7) 

poiché questa appartiene al noto tipo 

X r — r = 9 (r'), (formola di Clairaut) 
avremo tosto il suo integrale nella relazione: 

Cx — r = c — -T^ — , 

essendo C una costante arbitraria. 

Si avrebbe di più una soluzione singolare procedendo all'eli- 
minazione di y^ fra V eq."" ora richiamata e h x = <f' (/), cioè, nel 
caso nostro, fra la (7) e la 

ciò che conduce al risultato 

r' = 4c(x — c) (8) 

di cui è facile verificare l'esattezza, e che assai più facilmente si 
ottiene coli' eguagliare a zero, come ci è noto, il discriminante della 
eq." (6), di 2.° grado in y. 

All' integrale generale or ora ottenuto possiamo sostituire que- 
st' altro 

C'(x-c) + c 

C 
ovvero il seguente, che se ne ottiene quadrando, e che non è più 
generale dei precedenti poiché C può avere un segno qualunque: 



= ~[c'(x-0+^J. 



G. ToxASELLi, Eserciti stdU equa^, differmiìaìi. 12 
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E poiché C* stesso è una costante qualsivoglia, che possiamo 
denotare con k, potremo finalmente assumere come integrale gene- 
rale della (6) l'equazione 

kr^==[k(x-c)-\-cJ, (9) 

risultato questo cui si giunge direttamente se si integra la (6), 
previa moltiplicazione per r*, coli' uso delle successive sostituzioni 

r"" = 2t, t = (x — e) . V, 
ossia facendo : 

r* = 2 (a: — e) .V, 

ciò che la trasforma in una semplicissima equazione fra le varia- 
bili X, V che tosto si scinde nelle due lineari : 



(x — e) .v = ài \/^'* — 2CV. 

Si riponga finalmente per r* il suo valore quale risulta dalla 
posizione (4), e sarà 

1* integrale generale, e :k:^ + j;* = 4 r (x — e) un integrale singolare 
dell'equazione dif/* originaria (3). Ma siccome quest'ultimo può 
scriversi sotto la forma (x — 2 cy -|- _y* = o, si riconosce tosto es- 
sere tale soluzione inammissibile; la curva da essa rappresentata 
sarebbe infatti imaginaria e avrebbe un sol punto reale, il punto 
di coordinate 2 e, o. Non dobbiamo tener conto adunque che della 
sola prima soluzione. Epperò le curve richieste sono tutte quelle 
rappresentate dall' equazione 

k(i—k)x' + ky' — 2ck(^i—k)x — c'(^i—ky = o, (io) 

cioè linee centrate del 2.° ordine.. 

Fra i valori che k può assumere, debbono essere esclusi: 
quello k= ly pel quale la Hnea si ridurrebbe ad essere lo stesso, 
asse delle x, soluzione questa che non corrisponde all'enunciato del 
problema nostro, e quello A = o, in corrispondenza al quale la (io) 
diventa assurda. Inoltre, per la (9) dovrà, come è chiaro, essere k 
positivo. 

Pertanto k sarà suscettibile nella (io) di tutti i valori posi- 
tivi, esclusi quelli o, i. 

Facendo un trasporto d'assi, mantenendone il parallelismo coi 
precedenti, anzi supponendo che V asse delle X coincida con quello 
delle X, e che la nuova origine abbia per ascissa e, avremo le for- 
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mole di trasformazione 

e la (io) dopo alcune riduzioni diverrà: 

k(^i—k).X'-{-k Y' = c'(i—k), 
ossia 

r ^ Y' _ 

^ + c\l—k) ~^' (II) 

k k 

Si conclude di qui aver la curva il proprio centro nella no- 
vella origine, cioè nel punto di coordinate e, o rispetto ai vecchi 
assi delle x, ^, inoltre aversi una elisse se k<C.i e una iperbole se 

k>i. 

Nel i.° caso V asse maggiore della linea è diretto a seconda 
dell'asse delle x, cioè della retta data; nel 2° caso Vasse reale è 
diretto a seconda della retta medesima. 

Di più, uno dei fochi coincide col punto dato, l' altro ha da 
esso la distanza 2 e, anzi ha per ascissa 2 e rispetto agli assi pri- 
mitivi. Infatti, risulta dalla (11) che la differenza dei quadrati dei 
semiassi, opportunamente presi, è sempre 

""T k "^^ 

dunque la distanza dei fochi del centro h ± e. 

Lo stesso si dimostra assumendo l'eq."' originaria (io) della 
curva. Per x = o, come per x = 2c, essa fornisce 

f=. A'-^y cioè ,=-f-£(iiz^ 

Ora, l'ordinata d'una elisse o d'una iperbole, calata sull'asse fo- 
cale di queste in corrispondenza ai fochi, è data dal rapporto fra 
il quadrato del semiasse minore (o imaginario) e il semiasse mag- 
giore (o reale), cioè nel caso attuale da: 

, k . .j_i^Ci — JÒ 

± ^ ossia appunto da ± ■ ^ — ^ . 

Ciò significa precisamente che i punti or ora considerati, po- 
sti suU' asse delle x, e aventi le ascisse o, 2 e, sono i fochi delle 
curve in discorso; e discende anche dal fatto dell'essere le posi- 
zioni loro indipendenti dal valore attribuito a k che la (11) rappre- 
senta una serie di elissi e di iperboli omofocali. 
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Fig. 29. 

Ci — k) cos 9 
I — k .cos 6 



Introducendo nel- 
la eq."' primitiva (io) 
di queste curve le coor- 
dinate polari r, 6, che 
sono legate alle x,y dalle 
note relazioni 

A: = rcosG, y = r sonB, 

l'equazione stessa si tra- 
sforma in 



it(i— ifecos'tì) 
che fornisce per r i valori seguenti: 

\/l . cos 6 ± I 



= 



oppure : 



r = ^(i — i). 
I — ^ ^ . cos 9 ' 



\/Jt(i— Jfecos'O)' 

i+V'^.cosG 



(12) 



Ognuna delle quali rappresenta la medesima curva. 

Tenendo dunque conto della sola prima di queste ultime for- 

P 

mole, che è della forma r = r , riconosciamo ancora come 

I — e cos 6 

le linee cercate sieno elissi o iperboli aventi T origine (punto dato) 

per foco e la retta data per asse focale. 

L'ordinata che corrisponde al foco^ il cui valore è P, è data 

in questo caso da -^ , come appunto risultò testé per altra 

via. L'eccentricità e vale presentemente \/^, e anche questo risultato 
concorda coi valori trovati dianzi per la distanza di ciascun foco 
dal centro e per il semiasse maggiore, essendo l' eccentricità stessa 
eguale al rapporto di queste due lunghezze. 



Per effettuare l'integrazione dell' eq."' difj' (3), da cui di- 
pende la risoluzione del proposto problema, si può seguire altresì 
il seguente procedimento, consistente nell' introdurre due nuove va- 
riabili r, 6, e precisamente le coordinate polari d' un punto qualun 
que della curva cercata. 
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■ 

Avremo cosi le relazioni x = r cos 6, y = r sen 6, e assu- 
mendo 6 come novella variabile indipendente, ne nasceranno que- 
ste 'altre : 

, -tt: sen 6 -[- r cos G 

dy db 

dx dr ^ fì 

-T-7r.cos6 — rsenO 
a ^ 

il— = ^' 

^' dx ^ dr ^ • fì ' 
ta- cos — r sen 6 

dy _ ^'dO 

''^^'■dx- dr . . ■ 

-j-TT COS — r sen 
a^ 

Dunque, sia scrivendp di nuovo l'eq."' di condizione (i), fa- 
cendo uso dei valori qui scritti, sia trasformando la ricordata eq."' 
dif.** (3), si otterrà quest'altra fra le variabili r, 6: 

'"'• 51 = ^'l^ '°' ^ ~ ' ''° ®) "^ '■^(^''" ® ^ ' '"*' ^)]' 

ossia, semplificando pel fattor comune r, che non si può supporre 
nullo, e ordinando: 



rsen 



^'[^)\(Ì2c,cosb-r).r~cr^senB = o. (13) 



dr 



Quest'equazione, risolta rispetto a jr-, porge i due valori: 

dr r — 2^.cosO , r .17 ^Tn 2 Tù 

-TE = 7 — r ± 2- . V (r — 2 t: cos 6)'+ 4 c^ sen' , 

db assentì assentì '^ y « t 

e per integrare ognuna di queste due eq."^ dif." di i.° grado, pongasi 

r — 2 ^ cos = 2 ^ sen 6 . tang w, (14) 

essendo <ù una nuova variabile, funzione incognita di 0. 
Si avrà dalla (14) differenziando: 

dr A I ^^ 

-TTT + 2 ^ sen 6 = 2 ^ cos 6 . tang w + 2 ^sen 6 . — 5— . tf 
db 01 CQs (^ ab 

e si avrà inoltre: 

senO 

V (r — 2 ^ cos 0)'+ 4 1* sen' = 2 ^ sen 6 . V i + tang o) = 2 c-^^ . 
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L'introduzione di questi valori per ^> ja-, e per quest'ultimo 

radicale nelle anzidette due eq."* dif." le trasformerà dunque nfeUe 

seguenti : 

A I ^ fì I sen £? co 

— 2 ^ sen 9 + 2 f cos 6 . tang co + 2 e — r- . -n: = 

cos co J 6 

= tang co . 2 ^ cos 6 -f 2 ^ . sen . tang co ± 

^ 2 g cos 9 -|" 2 ^ » sen Q .tang co sen 
~ 2 e sen 6 * cos co 

ossia, facendo le molte riduzioni che si presentano: 

sen . 1 jr- — I j == ± (cos co . cos 6 + sen co . sen 6), 



oppure : 

sen 



^•(j?-0^-'°^(''-^> (^5) 



Per integrare queste ultime pongasi finalmente 
co = 6 + X, 

ove X è "una nuova variabile, ed avendosi cosi : 

d<ù __ ,dX 

db~^'^M' 

le (15) diverranno: 

sen . -r-T- = ± cos X 

da ognuna delle quali le variabili vengono tosto separate. 
Avendosi cosi 

I d\ , I 



cos X d sen 9 ' 

J cos X J sen 9 ' 

alle (15) corrisponderanno i due integrali completi. 
, I + senX , fj.j. sen 9 \ 

. I H- sen X , / I I + cos 91 

o, più semplicemente: 

I -f sen X sen 9 cosX ^ sen 9 

cos X ' * I -|- cos 9 ' I -4- sen X ^ ' i + cos 9 ^ 
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e con questi sì potrà formare l'integrale generale dell'equazione 

Iche nasce dalla (13) per mezzo della sostituzione 

r — 2 ^ cos = 2 ^ sen G . tang (6 + 1), 



ossia 

r = 2 e , — 
cos 

nel modo che indichiamo: 



cosX "I 



(i+senX j^ sen6 \t cos\ i tj ^^^ ® \ 
cosX ' I + cos6J\i -j- senX 'i+cosOJ 
Sviluppando il prodotto indicato, si avrà in luogo di quest' ul- 
tima formola: 

jj. sen6 /i -fsenX cosX \ ^72 sen' 6 

^■^ I + cos e V cosX i+senXJ~ '(i+cosey^^* 



oppure: 



I + 2/f. tang-. tang X — H^ .tang*-=o. 
2 2 



Introduciamo qui di nuovo in luogo di X la primitiva varia- 
bile dipendente r, osservando a tal uopo che dalla or citata po- 
sizione 

_^ cosX 

''''^''•cos(6 + X)' 

ossia : 

2 e _ cos (6 + X) 

r cos X ' 

nasce la relazione: 

2 e 
cos = sen 6 . tang X, 

da cui si deduce: 

r cos — 2 e 

^'^"g^= rsene ' 
La precedente equazione si trasforma cosi in: 

r sen 6 + 2 if. tang - . (r cos — 2c)—H^. tang* - . r sen 6 = 0, 
2 2 

e raccogliendo r: 
rjsenO -j- 2 H , tang- .cos 0—i/\ tang'- .sen 6 =4^^. tang-, 

A 

quindi, moltiplicando per cot— ambo i membri: 

2 

sen . cot - + 2 Hcos — ff^ sen . tang-( = 4cHy 
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ovvero : 

rìi co.s'|^-> Hcos Ò — 2H\ sen' ^j = 4 r //, 
oppure : 

f j I + cos e + 2 ff cos 9 — if ' (i — cos e) j = 4 e //, 

od anche: 

r ji — H' + (i + Hy. cos ej = 4 e i/, 
ossia : 

(^i-irH).r .^1 — H)-\-{i-\- H). cosà = ^cH, 

d'onde si ricava finalmente: 



(I + H) . j(i - H) + (I + if)cos ej ' 



oppure: 



i—H' 



1 1+^ fi 

i+Y^-^,cose 



Mutiamo la costante, ponendo 75.= L, altra costante ar- 
bitraria, e si avrà cosi: 



quindi : 

V—i 

I + L . cos 6 ^ ^ 

Quest'equazione contiene L e L*, come dovea essere, ed è 
l'integrale della (13), come è facile di verificare; La (13) stessa poi 
non ha soluzioni singolari ammissibili, come lo mostra, sia la ri- 
cerca del suo discriminante^ che sarebbe 

— 1 4 e"- sen* + (2 t cos — r)M . r\ 

sia la ricerca dell'inviluppo della serie di linee rappresentate dalla 
(16), fra coordinate polari, quando L varia. 

Queste linee sono elissi od iperboli coli' asse focale diretto 
a seconda della retta data e con un foco nel punto dato. La (16) 
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coincide coli' una o coli' altra delle equazioni (12) superiormente ot- 
tenute dietro trasformazione della (io) coli' uso delle coordinate 
polari, secondo che si suppone L = — \/^, oppure i = + \/^: ma, 
sia per L positivo, che per L negativo, la (16) dà luogo ad una 
medesima curva. E questi risultati tutti sono appunto in perfetta 
armonia con quanto venne precedentemente stabilito. 



Esercizio 24.° 
Ricerca delle linee di curvatura delle superficie del 2° ordine. 



;(0 



Diconsi linee di curvatura d'una superficie quelle linee che 
godono della proprietà che: in un punto qualunque d'una di Qsst^ 
la tangente alla stessa è tangente altresì ad una delle sezioni prin- 
cipali di curvatura della superficie data nel punto considerato. 

È chiaro che per un determinato punto della superficie pas- 
sano due distinte linee come le accennate; e siccome ciò avviene 
qualunque sia il punto scelto sulla superficie, cosi si hanno due se- 
rie diverse di linee di curvatura. 

Se l'equazione della superficie data, riferita a una terna di assi 
ortogonali, è l=f(x,y)y le linee di curvatura sono rappresentate 
differenzialmente dall' equazione 

[/,9^-.(i + (70].(5^)+[Ki+/>0-Ki + ?0].^ + 

+ [s(ii+Pl-rpq^-o 

che va unita alla ^=fix,y') stessa della superficie; si sono indi- 

... . . , . y d z d z 

cate per brevità con p e q rispettivamente le quantità o"^ ? 0— o^" 

tenute derivando l'equazione della superficie ora scritta, ed i sim- 
boli r, Sy t denotano, come in altra occasione, le derivate seconde 

d\ d':^ a^ 

- dx'' dx.dy' df 

Quell'equazione diff*erenziale, comecché di 2.° grado, dà luogo 
appunto a due serie di linee di curvatura, e rappresenta differenzial- 
mente le loro proiezioni sul piano xy/i due valori di y' che se ne 
ricavano sono le tangenti degli angoli che formano coli' asse delle x 
le proiezioni sul piano xy stesso delle toccanti alle due linee (di 
diverso sistema) passanti pel punto della superficie di coordinate 

x>yj(.x,yy 
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Le linee dei due sistemi hanno le proprietà di segarsi sempre 
ortogonalmente, ciò che è anche una conseguenza della definizione 
posta. Se la superficie è di rotazione esse ne divengono rispettiva- 
mente le cur\^e meridiane e le parallele. Se la superficie è rigata 
sviluppabile, le linee di curvatura dell' un sistema ne risultano le 
generatrici; quella dell'altro sistema sono adunque in tal caso le 
trajettorie ortogonali delle generatrici della superficie. 

Le linee di curvatura, qualunque sia la superficie su cui sono 
tracciate, godono pure della proprietà, che: il luogo delle normali 
alla superficie stessa condotte per tutti i punti d'una qualunque di 
tali linee è sempre una superficie sviluppabile. 

Il discriminante dell' eq." (i), considerata come un'eq."' or- 
dinaria di 2° grado in y'^ non può annullarsi, almeno per coppie 
di valori di x, y tali da dar luogo a punti reali della superficie. 
Se ne conclude quindi che quell'eq."' dif.'* non ammette soluzione 
singolare alcuna, o, più rigorosamente, che non v' ha in generale 
altra linea di curvatura all'infijori di quelle dei due accennati si- 
stemi, corrispondenti all'integrale generale, ossia agli integrali com- 
pleti delle due equazioni lineari nelle quali la (i) viene a scindersi. 



Ciò premesso, veniamo a scrivere l'eq."' (i) delle linee di 
curvatura pel caso che si tratti d'una superficie di 2.° ordine. 

Sarà perciò necessario distinguere i due casi d'una superficie 
centrata e d' una superficie non centrata, valendoci in entrambi delle 
loro equazioni ridotte. 

Cominciando con quest'ultimo caso, abbiasi il paraboloide: 

:^ = ax'-\-by\ (2) 

Si avrà in allora: 
p = 2ax, q=2by, r = 2fl, 5 = 0, t = 2by 

L'equazione dif.'* (i), diventa cosi: 
4 fl i' xy .y*+ (b — a) -f 4fl(i (ax* — i/) •/— 4 a' i .xj^ = o, 

oppure, dividendo per 4a*i, che non sarà certamente nullo: 
b 



X 

a 



j^.y'+p-^'+^].y— >=o. (3) 



Pongasi ora, per brevità di scrittura: 



,-=M, ^=N, (4) 
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ove M, N sono costanti note, e la (3) prenderà la forma più sem- 
plice: 

Mxy.y'-{^\x'—My'—N\,y'—xy=o, (5) 

Se, in secondo luogo, la superficie ha centro, ed ha per equa- 
zione 

^' = ^x' + 5/+C, (6) 

d'onde: 

[ove R potrà avere l'uno o l'altro segno], si trova facilmente essere: 

r-Bf R'4-A'x' R'+B'/ 
t = B. ^^j , !-{-/)= — , l+q= ^3: . 

Calcolando in base a questi valori i coefficienti che compon- 
gono la (1), e sopprimendo il denominator comune R^ che ne ri- 
sulta, ove l'eq." che così si ottiene si indichi per brevità con 

[/./*+ Ky-f fr=o, 

si avrà: 

t7= AB'xy . (^R'— 5/) -]- A B x y . (^R' -l- B' y'), 

F=B.(R' + A'x')(R'—By') — A(r+B'/)(R' — Ax'), 

W=—{ABxy(R'-i-A'x')-\-A'Bxy(R'—Ax')ì, 

ossia, riducendo: 

U=AB(B-{-i)xy.R\ 

V=\(B—A)R'-j-A'(B+i).x'—B'(A+i)y'\.R\ 

W=—AB(A+i)xyR\ 

Tolgasi ora il fattore comune R', e pongasi per R^ stesso il 
suo valore nella espressione per F, e la (i) diverrà nel presente 
caso, dopo aver diviso per AB ambo i membri: 

— {A+i).xy = o. ] 

Dividiamo inoltre per ^+ i, e quest'equazione assumerà la 
forma seguente: 

-B+i ,2 , r > 5+1 , , C B — Al , 
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Possiamo ora porre 

^+1 w C A—B 

ove Mj N sono costanti note [diverse da quelle introdotte prece- 
dentemente nelle (4)] e la nostra eq.°' dif.** diverrà: 

Mxy ,y^'{-(x^ — M / — N) .y — xy= o, 
che è la stessa (5) del caso antecedente. 

Pertanto, mediante le posizioni (4) nel caso in cui si tratti 
del paraboloide (2), oppure mediante quelle (8) quando si tratti 
di una superficie (6) dotata di centro, si ha sempre per le linee 
di curvatura d' una qualunque di queste superficie la medesima equa- 
zione differenziale (5), ove entrano due sole costanti M, N. 

Procediamo ora alla sua integrazione. 

Si moltiplichi la (5) per y, e si avrà: 

Mx . {yy'y + (x^— My^ — iV) .yy' — xy^ = o. 
Sotto questa forma appare evidente come sia possibile una sempli- 
ficazione della stessa facendo la sostituzione 

y" = 2v, (9) 

ove V è una funzione di x da determinarsi. 

Si ha COSI yy =v =-z—, 

e la precedente eq.°' dif.^* diventa: 

Ma:.J-t~j +(^* — 2 Mv — ^]'-j 2 XV = 0, 

oppure^ mutando la variabile indipendente da. x 2i v: 

2XV A^-\ — (JC^— 2 Mv — iV)-j Mx = o. 

\av) ^ ^ dv 

Quest'ultima si presenta formata rispetto alla variabile dipen- 
dente attuale x, ed alla sua derivata, nello stesso modo con cui 
lo è la equazione originaria (5) rispetto ad ^ ed a y. Moltiplican- 
dola adunque per x e stabilendo poscia qui pure una posizione come 
la (9) dianzi usata, facciasi: 

X^ = 2Uy (io) 

ove u è una nuova variabile. Si avrà di qui: 

dx d-u 

' dv dv ' 
e cosi si otterrà la nuova equazione differenziale : 

2t/.j^| — J2f^ — 2Mt; — iVJ.^— 2Mw = (il) 

fra le variabili w, v. 
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Notiamo che a quest' ultima sì sarebbe pur giunti supponendo 
di stabilire d'un tratto le posizioni 

ove u e V sono nuove variabili, e ritenendo di assumere la v come 
principale, quindi x, y, u quali funzioni di v. Ad ogni modo, una 
volta integrata la (11), non rimarrà che ad eliminare u e v fra 

l'integrale cosi ottenuto e le (9), (io), cioè basterà porre -x* e 

— jy* in luogo di w e V rispettivamente. 

L'equazione (11) che devesi ora integrare è assai più sem- 
plice della originaria (5), contenendo essa linearmente le due va- 
riabili. 

Per la sua integrazione non si ha che a ricorrere al noto 
metodo di differenziazione: e appunto pel fatto d'esser la mede- 
sima lineare in u, è assai facile l'eliminare la u stessa fra tale equa- 
zione e quella ottenutane derivando. Tale eliminazione non è qui 
nemmeno necessaria. Infatti, differenziando la (11) rispetto a v^ si 
ottiene dopo poche riduzioni: 

che è soddisfatta supponendo -r— 3==o, ossia -7— = — k. costante. 
^^ dv dv 

d u 
Introduciamo questo valore di -j- nella (11), e avremo cosi 

quale integrale della stessa: 

2k* ,v + k{2u — 2Mv — N') — 2 M/^ = o. 

E questo diverrà, ponendo per u t v gli accennati valori: 

h'f + k {x'— Mf— N) - Mx' = o, (i 3) 

oppure, se si divide per k^ e si chiama con H la costante arbi- 

. I 
trarla ^ : 
k 

MH'x'~ H(x'—Mf— N) — / = 0. (14) 

Tanto la (13) che la (14) cosi ottenuta costituisce l'integrale 
generale della eq."* dif.'* (5) originaria delle richieste linee di cur- 
vatura, come è facile verificare. Allo stesso risultato si perviene, 

come dovea essere, integrando nuovamente la superiore -1— = — jfe. 



dv 
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« 

che fornisce 

w = — A: t' + - , 
e quindi : 

e determinando poscia la nuova costante L in funzione di it e delle 
altre costanti per modo che sia soddisfatta la (5), ciò che dà: 

kN 



L-^ 



k—M 



Si soddisfa del pari la (12) supponendo nullo il primo fat- 
tore in luogo del secondo, cioè: 

4 V . -T— = 2 ti — 2 Mv — A , 
dv 

e introducendo il valore di -7—, che di qui si ricava, nella (n): 

si giunge cosi al seguente risultato 

(2 u — 2Mv — Ny + i6M«z; = o 

che ne costituisce, come può facilmente verificarsi, una soluzione 
singolare. A questa corrisponde la 

Qc' — M/ — Ny-\-^M x'y' = o (15) 

come soluzione singolare dell' eq." dif.'* (5), soluzione cui tosto 
si perverrebbe anche formando il discriminante della (5) ed egua- 
gliandolo a zero. Ma, per una precedente osservazione in proposito, 
escluderemo la (15) che non può dar luogo a una linea di curva- 
tura reale sopra alcuna delle date superficie (2) (6), limitandoci 
cosi alla considerazione del solo integrale generale dianzi trovato. 
Le (13), (14) ponno venir scritte come segue: 
k N HN 

e ognuna di queste costituisce la soluzione generale dell'eq.*"* dif '' 
già considerata: 

Mxy,y^ + (a-'— M/ — N) .y' — xy =0. 

Ripongansi ora per Af, N i loro valori, quali risultano dalle 
posizioni (4) nel caso d'un paraboloide, e da quelle (8) nel caso 
di un elissoide o di un iperboloide, e le (lé) diverranno cosi: 

2,72 (^ — ^ rr 2 I 2 (^ — b) H . y. 



Digitized by 



Google 



di i." ordine e di grado superiore al primo, 191 

nel caso d'una superficie senza centro: 

^"^ + ^ -AB— ■ (^ + i)_(5T^)"H ^'^^ 

nel caso d'una superficie avente centro. 

Concluderemo quindi, che: una qualunque delle (17), in- 
sieme alla 

rappresenta tutte le linee di curvatura, si dell'uno che dell'altro si- 
stema, che esistono sulla superficie rappresentata da quest'ultima 
eq.": ed una qualunque delle (18), insieme alla 
7C = Ax^ + Bf-^C, 

rappresenta tutte le linee di curvatura, si dell'uno che dell'altro 
sistema, che esistono sulla superficie rappresentata da quest'altra eq."'. 

Tanto le (17) che le (18) ci dicono che, in generale: le li- 
nee di curvatura di quelle nostre superficie di 2.° ordine risultano 
dall'intersezione delle stesse con certe superficie cilindriche, pure 
di 2.° ordine, e che le loro projezioni sul piano xy (che è il piano 
tangente al paraboloide nel suo vertice se si tratta del primo dei 
casi considerati, oppure è uno dei piani principali nel secondo di 
detti casi, cioè ove si tratti d' un elissoide o d' un iperboloide) sono 
delle elissi o delle iperboli aventi il centro in O (vertice oppure 
centro della superficie) e gli assi diretti secondo gli assi coordinati 
da noi assunti, cioè giacenti in due piani principali. 

Fra le indicate linee di curvatura sonvene però di piane, e 
sono precisamente tali, come già può stabilirsi a priori, quelle che 
risultano dal segare la superficie data coi suoi piani principali. In- 
fatti: se nel caso delle superficie senza centro dianzi considerate, 
si suppone i = o, oppure if = o, le (17) divengono a: = o, y =o: 
dunque le linee di curvatura venendo ad esistere nei piani coordi- 
nati yT^y :5;x, non sono altro che le parabole, sezioni principali del 
paraboloide. Se similmente si opera per riguardo alle (18) nel caso 
delle superficie con centro rappresentate dalla (6), si trovano an- 
cora come linee di curvatura le sezioni principali determinate dai 
piani principali ^'^j, jjx anzidetti. Se di più in quest'ultimo caso 
(in cui si tratti d'un elissoide o d'un iperboloide) si attribuisce 

A B 

ad if il valore speciale -„, oppure a k quello -j, nelle equazioni 
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(18) or ricordate, si giunge ad uno stesso risultato, che è: 

^x* + 5y'+C=o; 
e questa eq.", dovendo andare unita a quella della superficie, con- 
cludesi che si avrà cosi una linea di curvatura per la quale è co- 
stantemente :( = o, essa linea non è adunque che la terza sezione 
principale della superficie in discorso, quella determinata dal piano xy. 

Casi particolari. 

A)y Trattisi anzitutto del paraboloide speciale, pel quale è 
i=a, cioè del paraboloide :( = ^ (^*+>'0 di rotazione intorno ad 0:^;. 
Allora la prima delle (17) diviene ;c*+^y = o, onde abbiamo 
come linee di curvatura tutte quelle rappresentate dalle due equa- 
zioni : 

ove D è una costante qualsiasi. Evidentemente queste linee sono 
le parabole meridiane della superficie, risultato che era da atten- 
dersi. Ma i paralleli della stessa, che costituiscono l' altra serie di 
linee di curvatura, non si ottengono che dietro la seguente consi- 
derazione. 

In causa delle posizioni (4), essendo ora a == i, si avranno 
i valori speciali pel caso attuale: Af = i, N=o; quindi l'equa- 
zione precedente alla (i 3), d' onde poi fu dedotto l' integrale gene- 
rale della (5), diventa 

¥ V -\-k(u — v) — tt = o, 
che può scriversi: 

(k — i) (^ z; -f w) = o. (19) 

Questa equivale alla più semplice kv -{- u = o (che poi for- 
nisce la x^ -{-ky^ = di poc' anzi, ossia l' integrale y=zDx del- 
l' attuale equazione (5), quando si rimettono per nevi loro 
valori) semprechè si supponga k diverso dall' unità. Ma quando si 
faccia appunto k = i, la (19), pur essendo soddisfatta, diventa illu- 
soria nel senso che non ci offre alcuna relazione fra le w, v, quindi 
neppure fra le x,_y; ed è questo precisamente il 2.° integrale che 
viene a mancarci per riguardo all'anzidetta eq.°" dif.*" (5). Senonchè, 

se i= I, essendo in allora ;t— = — 1> è d'uopo che sia 

Questa sarà dunque la relazione fra le Uy v da sostituirsi alla 

(19) in tale ipotesi, notando che L sarà qui una costante veramente 
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arbitraria. Si riconosce tosto che u = — v -\ — è realmente una so- 
luzione delle (11), che ora si muta in: 
(duV , . du 

e che quindi: 

è esso pure un integrale della (3). Quest'ultimo, al variare di L, 
viene appunto a rappresentare, insieme all'eq."' del dato parabo- 
loide, tutti i paralleli di questa superficie, come dovea essere. Ri- 
tornando del resto all'eq."' dif.*' (3) delle linee di curvatura, avreb- 
besi per quel paraboloide di rotazione: 

xy-y"" + (^'— /) . y'—xy = o, 

eq."* che rappresenta differenzialmente le linee di curvatura non solo 

di questa, bensì di una superficie qualsiasi di rotazione, avente il 

proprio asse coincidente con :(^. Tale eq."* si scinde nelle due 

lineari 

y — xy = o, x+yy = o, 

i cui integrali completi sono appunto 

y = Dx, x' + f=L, 

come si è qui sopra trovato. 

E) Trattisi di un elissoide o di un iperboloide di rotazione 
intorno ad 0^; talché sia A = B. L'equazione (6) della superficie 
diverrà allora 

e le posizioni (8) ci dicono essere qui pure 

M=i, iV— o. 

È chiaro allora potersi qui ripetere quanto è stato detto nel caso 
precedente A), giacché la (11) e le altre eq.°* considerate rimangono 
le stesse. Pertanto si arriverà qui pure alla medesima conclusione: 
essere le due soluzioni generali della (5) 

y = Dx, x' + / = L, 

essere quindi i meridiani e i paralleli della superficie le linee di cur- 
vatura della stessa. 

C) Se si suppone A= — i, oppure B = — i nell'equa- 
zione (6), viensi a considerare ancora una superficie centrata, di 
rotazione intorno all'asse delle y oppure intomo a quello delle x, 
la quale può essere tanto un elissoide quanto un iperboloide. È evi- 
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dente che basta occuparsi d' uno solo di tali casi, e per evitare che 
le formole scritte cadano in difetto, considereremo il secondo di essi, 
supponendo cioè 

5+1=0, 
talché le (8) ci danno 

M = o, iV= — ~. 
A 

Le (i8) danno luogo qui pure ad una soluzione sola 

ossia 

Ax' + Aky'+C=o, 

della nota eq.*"" dif.'* (5) delle linee di curvatura. E ricordando 
l'eq."" della superficie, cioè 

f + l^ = Ax'+C, 

con cui la ora ottenuta deve coesistere, si concluderà, dopo averle 
sommate membro a membro, dover essere: 

relazione che si traduce nella seguente più semplice :(^=Eyy che 
iFornisce tutta una serie di linee di curvatura (£ essendo una co- 
stante arbitraria), la serie delle meridiane della superficie in discorso. 
Per ottenere V altra serie di linee di curvatura della medesima 
è d'uopo ricorrere ad una considerazione affatto analoga a quella 
tenuta nel caso A). L'eq."" che precede la (13) può scriversi pre- 
sentemente, attesi i valori nostri di M, N: 

kr2kv + 2u + -2\ = o (20) 

ed equivale alla seguente 

2kv -{- 2U-\--^ = Q 



|che poi fornisce nuovamente la relazione 

C 

A 



^^ + /^/+5=o 



or ora stabilita, e per conseguenza la soluzione più semplice ;;; = f)' 1 

semprecchè si supponga k diverso da zero. Quando si attribuisca ap- 
punto a k quest'ultimo valore la (20) risulta soddisfatta senza for- 
nire alcuna relazione fra m e x; ; ma alla k = o. cioè ^— = 0, com- 

' dv 
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pete necessariamente la w= Costante, sicché la 2.* soluzione che 
cercavamo dell'eq."" dif.*' (5) sarà x^ = Costante, ossia più sempli- 
cemente v== Costante, la quale soddisfa in realtà la (5) stessa quando 
si supponga di mutarne la forma cambiando la variabile principale 
da X ad y. Otteniamo per tal guisa, siccome era da attendersi, quale 
2.* serie di linee di curvatura di quella superficie tutte le sue curve 
parallele. 

D) Si supponga C--=o, sicché sia iV-=o; la superficie 
data sarà in allora conica. Le (18) conducono tosto all'unica so- 
luzione y = Dx anche in questo caso. E questa, combinata coU'eq."" 
della superficie, che è ora 7;^ = Ax^'\-By^y viene a darci una serie 
di linee di curvatura costituita da tutte le sue generatrici. Ripetendo 
il medesimo procedimento dei casi precedenti per giungere alla se- 
conda soluzione della nota eq."' dif.*% soluzione che apparentemente 
viene a mancare, si osservi che la eq.°" che precede la (13) può 
qui scriversi: 

(k — M)(kv + u)=o, (21) 

che equivale a quest'altra 

kv -{- u =^0y 

che poi fornisce la già citata soluzione 

k'f-{-x'=o, 
ossia : 

y = Dx, 

dell' eq.°' (j)! quando si ritenga k diverso da M. 

Ove si supponga appunto k = Myla (21) è soddisfatta senza 
fornire alcuna relazione fra u e v. Ma poiché d'altra parte è in 
allora 

dv 
ne risulta necessariamente che sarà 

' 2 ' 
essendo G una "costante arbitraria. 

Sostituendo in quest' ultimo risultato per u e v ì loro valori, 
concludesi pertanto che : la cercata seconda soluzione dell'eq."*" dif 
delle richieste linee di curvatura, é: ;c*4- My^ --^ G, soluzione della 
cui esattezza è assai facile accertarsi. 

Poniamo per M il suo valore, e sia L una nuova costante 
arbitraria che surroghiamo al prodotto (-4 + i) . G. Allora la rela- 
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zione ora ottenuta può scriversi: 

e questa va considerata insieme a quella' 

della superficie. Sottraendole membro a membro, avremo pure la 
seguente 

x' + / = L-i', 

e cosi possiamo concludere : avere la 2.* serie delle linee di curva- 
tura cercate, descritte sulla data superficie conica, per equazioni: 

e cioè essere le linee stesse tutte le curve sferiche che risultano 
dall'intersezione del dato cono con una superficie sferica di raggio 
arbitrario avente il centro nel vertice di quello. Queste curve sfe- 
riche godono infatti della proprietà di segare ortogonalmente le ge- 
neratrici del cono anzidetto. 



Quest'ultima proprietà non appartenendo al solo caso in aii 
si tratti di un cono di 2.° ordine, bensì sussistendo nel caso più 
generale d'una superficie conica qualsiasi, ove si richiamino i pochi 
cenni anteposti alla trattazione del presente esercizio, si potrà con- 
cludere che: le generatrici, e le linee sferiche risultanti dall'inter- 
sezione della data superficie con sfere di raggio arbitrario aventi i 
centri nel vertice di tal superficie conica, qualunque questa sia, co- 
stituiscono i due sistemi di linee di curvatura pel cono stesso. 

L'analisi ce ne offre facilmente la conferma. 

Se infatti si considera una superficie conica qualsiasi, di cui 
il vertice venga assunto, per semplicità, quale origine degli assi 
coordinati, si avrà come equazione della superficie: 



—<^ 



y 
che, ove si ponga per brevità— =«/, può scriversi: 

Di qui deduconsi tosto le formole seguenti già altrove esposte: 

ove 9,9',?" stanno, per brevità, in luogo di 9 (w) e delle deri- 
vate prima e seconda di questa funzione rispetto a w. 
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Con questi valori formando l'equazione dif.*' (i) delle linee 
di curvatura di quel cono, si trova che essa può venir posta sotto 
l'aspetto: 

[*.^-y][o + *99')-^+^0 + ?')-:y-??'] = o. (") 

avendo levato un fattore 9" comune a tutti i termini, che non 
può esser nullo, come già si vide in altra occasione (veggasi Eser- 
cizio 19.° Ricerca delle linee asintotiche d'una superficie conica). 

Cosi quell'equazione si scinde in due lineari, la prima delle 
quali : 

dy 

dx ^ 

ha per integrale completo y = Cx e dà luogo alle infinite genera- 
trici della superficie conica in discorso, la seconda può scriversi 

^x-^f9')-^^+^ + 9'-^-99' = o, (23) 

ed è per conseguenza omogenea. 

Facendo uso per la sua integrazione della suindicata sosti- 
tuzione 

y 

X 

ove w è ora una nuova variabile, di cui deve determinarsi il valore 
in funzione di ;c, ed essendo quindi: 

dy . dw 

dx dx 

la (23) stessa diventa: 

w -\-(f(f' dw , I 

Questa fornisce 

log («/*+!+ 9') + log X^ = log ky 

quindi : 

ove li è una costante arbitraria. Riponendo per w il suo valore, l' in- 
tegrale completo della (23) sarà dunque: 

e questa relazione, insieme all'eq."' del cono, rappresenterà il se- 
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conio sistema di linee di curvatura dello stesso. Ora, combinando 
fra loro queste equazioni stesse, potremo rappresentare queste linee 
anche mediante le: 



.- + ,. + ,..*, 1_,(2). 



Ciò dimostra appunto il nostro asserto: essere le anzidette 
linee di curvatura le intersezioni della data superficie conica colle 
infinite superficie sferiche aventi i centri nel suo vertice. 

E) Come ultimo caso particolare trattiamo quello in cui 
si abbia 

a* 

e si consideri quindi il paraboloide iperbolico rappresentato dall' eq."* 

i cui piani direttori sono perpendicolari fra loro e formano angoli 
semiretti coi piani principali xi,y:(^. 

La seconda delle (17) diviene in allora 



H 



H^'+y'+i'TTH=' 



(24) 




Facciamo ora una trasfor- 
mazione di coordinate^ e preci- 
samente quella stessa di cui ci 
siamo valsi in altra occasione: 
(veggasi Esercizio i8.° Ricerca 
flp delle traiettorie ortogonali dei si- 
stemi di generatrici del parabo- 
loide speciale di cui è ora di- 
scorso). Come la figura mostra, 
le formole da usarsi sono: 



Fig. 30. 



la eq.°* della superficie trasformasi per tal guisa, come già videsi, in 

_ 2 



e la (24) diviene 



= o. 
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j TJ 

In luogo del rapporto rr introduciamo una nuova co- 
stante arbitraria C, per il che riesce 

e la precedente equazione prende cosi la forma: 

x/+:y/-2Cx.:K.+ j«Ui-C') = o. (25) 

4 

Quest'ultima, insieme all'eq."* stessa della superficie 

rappresenta le linee di curvatura d'ambo i sistemi per questo pa- 
raboloide iperbolico che è ora riferito ai suoi piani direttori (or- 
togonali fra loro) e al piano tangente nel vertice. 

A conferma di questo risultato, cerchiamo per via diretta que- 
ste stesse linee di curvatura, ritenuta la nuova disposizione d'assi, 
che molto agevola tale ricerca. 

Essendo, in base alla nuova eq."^, = -2 ^iJ', della superficie, 

l'equazione dif.^' (i) delle linee di curvatura cercate si riduce a 
che si scinde nelle due seguenti: 

i cui integrali completi sono: 



m 



>-. + V I + '«' y/ = P. ('« ^ - V I + «' <l 



2 

avendo posto per brevità di scrittura w==-j, e denotando con P, 

e P^ due costanti qualsivogliano. 

A queste due soluzioni si ponno sostituire le seguenti che loro 
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equivalgono : 



{my,+ \li+m^y:)(nix—\l i +m^x/) = — P. 

e poiché, per formare l'integrale generale, componendo insieme 
questi due risultati, possiamo supporre P^ e P, eguali fra loro, e 
mettere in loro vece l'espressione, costante essa stessa: 

ove il radicale può essere assunto con un segno qualunque, a quelle 
due relazioni sostituiremo queste altre che possiamo compendiare 
nella seguente: 

Ónyr\- \li+m^y;) (ni x^ ^: \/i+m^O + C = \/ "C^^^TT . 
Quadrando, poiché il secondo membro può essere, come si 
disse, tanto positivo quanto negativo, si otterrà: 



+ 2 C^m^xj^+m(ix,\Ji+m'y;^:y^\l i + m^x/) 4: R 



+ 
+1=0, 



ove R denota il prodotto dei radicali ^ i + m' x,*, ^ i + tn^ y* - 

Sviluppando il quadrato indicato e riducendo, quest' ultima re- 
lazione può mettersi sotto la forma: 

(m'x.)- ^ Ry+ m(m^xj^ + RXx,\l i +m^y; rp y,^i+fn'x;) + 

-hC^m'x^y, + R-\.m(x^\l i + m'y/ :f y,\l i +m'x,oj = o, 
ossia: 

px.:y,4:i? + c] = 0, 

e questa fornisce, trascurando il primo fattore, le eq.** seguenti 

w* x^y^ =F -R + C=o 
che potranno essere assunte come integrali completi delle 



^_ 



= ± 



\/ i +m'y;'dx^ \J ij^ni'x;' 

avendo riguardo di osservare la corrispondenza dei segni. 

L'esattezza di tali integrali è facilmente verificata, bastando 
eseguirne le derivate per rapporto ad x^ perchè scompaja la costante 
arbitraria e si ottengano le qui scritte eq.*"* dif.". 
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Moltiplichiamo ora fra loro le eguaglianze ora trovate: 

ed avremo: 

ossia, sviluppando il quadrato e ponendo per R^ il suo valore 

rimarrà: 

2 w* Cxj^-\- C* — I — w\x/ — m';y/ = o. 

Dividasi finalmente per w', si cambi il 'segno a tutti i ter- 
mini, € si otterrà cosi, ricordando inoltre che m'=-^: 

Questo sarà l'integrale generale dell' eq." dif.^* (26) del 2.° 
grado, e questo è appunto il risultato ottenuto precedentemente per 
trasformazione, come appare dalla (25). 
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PARTE TERZA. 



ESERCIZII 

RIFERIBILI AD EQUAZIONI DIFFERENZIAU DEL 2.'* ORDINE, 
D'ORDINE SUPERIORE. 

Richiameremo qui pure anzitutto i teoremi e i metodi prin- 
cipali di cui si fa uso nell' integrazione di equazioni di questa specie* 
a) L'equazione differenziale proposta sia del 2.^ ordine e 
appartenga al tipo: /(^>y>yO = ^> 

cosi da non contenere esplicitamente la variabile y. 

È chiaro in allora che, ponendo y = :;;, si ha V equazione di 
i,"" ordine /(^>^>^') = o 

fra le variabili x, ;j. Se l'integrale completo della presente è 

? (^> ?> C,) = o, 
riponendo per :( il suo valore si avrà quest'altra eq."* pure del 
i.^ ordine, fra le variabili x,y: 

la quale, integrata, condurrà infine al risultato: 

F(x,y, C,,CJ = o 
che sarà l'integrale completo cercato della eq."* data 

h) V eq."* dif.^" proposta può similmente non contenere la 
X, ed essere quindi della forma 

/(:v,y,yO = o. (i) 

Essa può integrarsi, come venne già indicato in i), esponendo 
i metodi principali per la integrazione delle eq."' di i.° ordine e di 
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grado 2.°, 3.°, ecc. (Veggasi Parte Seconda), colluso della re- 
lazione 



y ~ dx~ dy '^' 
ciò che trasforma la (i) in 

cioè in una eq."* della forma: 

?()'.y.^)=o- (3) 

L'integrazione di questa conduce ad un risultato, come 
oppure 

eq~ di i.° ordine questa fra le variabili x^y^ che avrà per in- 
tegrale 

F(x,;', C„Q = o 

e costituirà la soluzione generale richiesta della (i). 

Come fu detto in quella occasione, la (i) può anche inte- 
grarsi assumendo come variabile principale la y in luogo di x\ tale 

equazione diviene allora 

d'x 



dy \dy] 

J dx d' x\ 

y^ry^d7)=' 



(4) 

dy [d^l 
che è della forma 



e si tratta quindi nel modo stesso tenuto per riguardo all'eq."' del 
tipo precedente a). 

Questi due procedimenti non differiscono fra loro nella so- 
stanza, poiché, mediante opportune trasformazioni si può passare 
facilmente dall'uno all'altro. Cosi ad esempio, per passare dal se- 
condo al primo, basta porre 

dx I 

dy v ' 
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ove V è una novella variabile, funzione di y da determinarsi; si ha 

dunque 

d^ X I dv 

dy~~¥'dj' 
e cosi la (4) diviene 

che è identica alla (2), ossia alla (3), salvo cambiamento del sim- 
bolo denotante la variabile dipendente. L'integrale di quest'eq." 
sarà ^ 0', V, CJ = o, 

ossia 

e questa relazione, riposto per v il suo valore, diviene 

e coincide quindi coli' eq.°" di i .** ordine ottenuta seguendo il primo 
metodo, e la cui integrazione conduce finalmente all'integrale com- 
pleto cercato della (i). 

Che se, viceversa, si pone y =— nella (2), ove u denoti una 

nuova variabile^ funzione di y^ sì avrà 

dy' i du 

TJ^~l^'Iy' 

e la (2) stessa si trasformerà in 

d ti 



4^'^^]=°' 



che coincide colla (4) se vi si considera j- come variabile dipen- 
dente, e se la si indica col simbolo u. Supponendo che il risultato 
dell'integrazione dell' eq."' or scritta sia (Jt- (>, «, ^x) = °> ^^ ^^'^^ ^" 
seguito la: 

oppure : 

che coincide coli' integrale che si ottiene in base alla (4) predetta. 
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Per tal modo la questione è ridotta, sia col primo che col secondo 
metodo, ad integrare una medesima eq."*, che è quella ultimamente 
scritta. 



Se Teq."" (i) avesse la forma speciale 

«0').p(y)-/'=YW •»(>'), (5) 

si giungerebbe subito ad un primo integrale della stessa, dandole 
V aspetto 

Infatti, integrando ogni membro, si ha: 

relazione questa la cui esattezza è tosto verificata derivando ambo i 
membri ripetto ad x, col ritenere y ed y' funzioni di questa va- 
riabile. 

Alla (6) stessa si giungerebbe, per altro, applicando la (2) al 
caso attuale, cioè procedendo col primo dei metodi suaccennati. La 
(6), ad integrazioni compiute, darà luogo alla seguente 

p(y') = c. + a(>-). 

che, integrata nuovamente, fornirà P integrale completo richiesto 
della (5) data. 

e) Una fra i tipi più rimarchevoli di equazioni differenziali, 
d'un ordine qualsiasi, è la seguente: 

y">+x,./-" + x,.y-'' + ... + x,.-..y+x..y + x„=o,(«) 

ove Xj,Xj, . . . X„, Xq sono date funzioni della sola x. (Pel caso in 
cui sia «= I una tale eq." venne già a suo luogo considerata; 
veggasi: Parte Prima). 

Questa eq.°* è detta lineare e contiene linearmente non solo 
la derivata d'ordine più alto della variabile dipendente y^ la quale è 
quella che stiabilisce l' ordine dell' eq."' stessa, ma anche tutte le al- 
tre derivate, nonché la y medesima. 

L'integrazione della (i) si fa dipendere comunemente da quella 
dell' eq."' stessa privata del termine X^i 

y-'+x.y->'+x,. /-" + .. . + z„.,.y+x..;'=o,... (p) 

che diremo ^j."* ridotta. 

Le proprietà più importanti che si vengono a stabilire nella 
teoria di siffatte eq."' sono le seguenti : 
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I.° Supposto che y^yJ^y-'-y» sìeno n integrali particolari 
dell' eq."* ridotta medesima, diversi fra loro (tali cioè che uno qua- 
lunque d'essi non possa riguardarsi come un caso particolare, né 
come una combinazione o trasformazione d'altri fra gli integrali 
stessi), V integrale generale o completo della (P) è tosto formato; 
esso è 

y = Kyi-\- ^'.ya + • • • + *«)'-> (t) 

essendo è,, i-^, . . . jfe^ tante costanti arbitrarie, cioè appunto le n co- 
stanti che competono all'eq."' dif.*' stessa [come n sono pure le 
costanti che competono all' eq." completa (a)]. 

Onde, la conoscenza di tali integrali particolari è di grande 
importanza per l'integrazione d'un'eq."' lineare ridotta, e quindi 
anche d'una completa, giacché, coU'appUcare opportunamente il 
metodo della varia:(ione delle costanti (già usato nel caso di eq."' 
«dif." del i.° ordine, specialmente se sono della forma 

viensi a dedurre dalla (y) l'integrale generale dell'eq."' completa (a). 
II.° Sussistendo fra gli integrali particolari anzidetti y^^y^ . . . 0'« 
certe relazioni differenziali, ove si conoscano n — i di essi, si può 
determinare un ennesimo integrale particolare. 

Cosi, pel caso dell' eq.™ ridotta di 2.® ordine 

5Ì ha: 

y.-=y.'\'—^^dx, (ò^) 

ove si ommettono costanti arbitrarie, perchè questa formola è desti- 
nata a dare l' integrale particolare y^ , essendo y^ un ahro integrale 
particolare noto. 

Pel caso dell' eq."* di 3.° ordine 

SI ha: 

y.=y,-j^^^. — d^-y,.j'-^, — dx, (s) 

•essendosi posto per brevità: 

;'. y, I 

Finalmente, pel caso dell' eq.™ di 4.° ordine 

f + X,f" + X,y' + X^y^X^y = o 
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si ha la forinola: 



*y, 




ove è A = 



y\ y'\ y\ 
y\ y\ y\ 
Va y, y. 

Anche la conoscenza di soli r integrali particolari può bastare 
alla ricerca di altri n — r integrali di questa specie, od anzi alla 
ricerca diretta dell'integrale generale dell'eq" completa (a), il quale 
ultimo può altrimenti trovarsi (come fu detto superiormente) quando 
si abbiano n integrali particolari dell' eq."' ridotta corrispondente. 
Ma, la determinazione di questi n — r integrali particolari, o del- 
l' integrale generale, dipende essa stessa dall'integrazione di una 
eq.°' dif.^ lineare ridotta dell'ordine n — r -\- 1, onde tale procedi- 
mento si rende tanto più difficoltoso e prolisso quanto minore è il 
numero degli integrali particolari conosciuti. 

Per r = « — i, siffatta eq."* ausiliaria non è che del 2.° or- 
dine, ma se fosse noto un solo integrale particolare, l'eq."** stessa 
sarebbe dell'ordine n medesimo dell' eq.°' proposta. 

Quando si tratti, per esempio, dell' eq."" completa di 2.° ordine: 

. y' + X,y + X,y + ^o = o, 

una volta integrata req."*' ausiliaria predetta, si giunge alla formola 
seguente, che ce ne dà l'integrale completo: 

y^K^ + K^'] dx — 

Jr e *^ j ^* ^ ' 
— j^ dx.ìuX^.e dx 

essendo k^ , k^ le costanti di integrazione, ed u un integrale parti- 
colare dell' eq."* ridotta y" + '^j' + ^2 y = 0. Se nella formola qui 
scritta si suppone, come caso particolare, X^ = o, la (?[) stessa di- 
viene l'integrale generale di quest'ultima eq."', e questo risultato era 
appunto da attendersi in base alle cose che precedono, essendo u 
un suo integrale particolare, e potendosi determinare l' altro a mezzo 
della (S). 
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III.° Quando si conoscano gli n integrali particolari j^,.>^^...;^» 
dell'equazione ridotta (P), viensi a dedurre dalla (y), come fu ac- 
cennato, l'integrale completo della (a), supponendo ^,, Jfcj,...i« fun- 
zioni della Xy le cui derivate per rapporto ad x vengono fornite da 
un sistema di n equazioni lineari. E poiché si vide che, avendosi 
n — I siffatti integrali particolari, l'ennesimo è facilmente determi- 
nato mediante le formole (S), (s), (r,) . . . , cosi il processo che serve 
alla ricerca dei valori di 'k^,k^y..,k^ affine di ottenere l'integrale 
generale dell'equazione completa (a), vale pure quando si suppon- 
gano conosciuti soli n — i integrali, come y^^y^y -yn- 

Se si tratta dell' eq."' dif.*' completa di 2.° ordine dianzi scritta, 
il sistema binario di equazioni destinate a fornire i valori delle de- 
rivate di ^, e è^, è: 

da cui, ricavando appunto le A/, A/, che riescono funzioni note 
della Xy si ha, dietro integrazione: 

\ = H^-{ ,^"'^- , dxy k, = H^+(^JLllL—dx, 

' Jy^y2—y^yJ " ) yly^—yJi 

ove H^y H^ denotano costanti arbitrarie. 

Sostituendo pertanto questi valori di A, e h^ nella relazione 
>' = ^i3'i + ^2^2» si h^ come integrale generale della or considerata 
equazione completa: 

Ove si tratti dell'eq."" dif.** completa di 3.° ordine 

l'integrale generale essendo supposto essere 

le k^, k^, k^ vengono determinate dietro integrazione dei valori dì 
k/, k/, k^ che si ricavano dal sistema di equazioni ordinarie: 

y. K+y^ K^y, V = o ) 

y:K+y^ K+y:^^=o • (:-) 

y:'K+y:'K+y;'^;—K) 

È manifesta poi la legge con cui si formano questi sistemi 
di equazioni anche pel caso di eq.°* dif." lineari complete degli or 
dini superiori. 
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IV.° Si può trasformare una eq."* dif.'* lineare, sia ridotta 
che completa, in un'altra mancante del secondo termine, usando 
la sostituzione 

y^^.e "J (>) 

ove ;f è una nuova variabile, che ritiensi funzione della :c, ed ove 
n è l'ordine dell' eq."' data. 

L'eq.°" trasformata è della forma: 

nella quale F^, F^ ,. . . F„, F^ rappresentano funzioni conosciute di jc- 
Cosi, nel caso particolare in cui l'eq."* dif.** proposta sia 

y' + x.yH-x.j. + x„ = o, 

la posizione 

viene a trasformarla nella seguente: 

che, specialmente nel caso in cui sia X^ = o, è assai più semplice 
della originaria. 

NB, Si avverta di assumere nelle formole (jx) (v) or trovate 

lo stesso valore per j Z^ . d x. 

V.° Sonvi alcuni teoremi che riflettono gli integrali panico- 
lari di un'eq."*" del 2.° ordine ridotta, dei quali si può in qualche caso 
trarre profitto per giungere all'integrazione della stessa. Tali sono 
i seguenti: chiamando ;j il prodotto y^y^ di due integrali particolari, 

e / il rapporto loro ^ , si dimostra che i soddisfa una certa eq."* 

dif.** lineare ridotta del 3.° ordine fra le variabili ;c, :;;, e che / sod- 
disfa un'altra eq.""" del 3.° ordine fra le variabili x, /, di forma spe- 
ciale. L' integrazione dell' una o dell' altra di esse, ove sia possibile, 

può fornire dunque un valore per y^y^, oppure per — , in seguito 

a che è facile giungere in conoscenza degli integrali stessi y^^y^. 
VI.° Un caso hnportante è quello in cui i coefficienti Z^, 
X^, . . . X„, che entrano nell'equazione ridotta (p), sono costanti. 
Se supponiamo che l'equazione proposta sia: 

G. ToxASELLi, Eserciiì sulle equa^. iUffer enfiali. 14 ^^ 
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si hanno n integrali particolari della medesima nelle espressioni 

ove tù^y(ù^^.,.iù^ denotano le radici dell'equazione ordinaria di en- 
nesimo grado 

vr + A^ tir-' + ^^ w-« + . . . + ^_, . w + ^, = o. (?) 

Le espressioni indicate esigono però una modificazione nel caso 
in cui le radici della (p) non sieno tutte reali, oppure quando fra 
di esse ve ne sieno di multiple, sia reali che complesse. 

Infatti, nel primo caso è manifesto che alcuni di quegli in- 
tegrali si presenterebbero sotto forma complessa, e nel secondo caso 
un certo numero d'integrali particolari verrebbe a mancare. 



Se n = 2, e l' equazione (p) ha le radici 

l'integrale generale della eq."' dif.'" ridotta 

sarebbe __ 

y=^e [\.e +K.e J; 

e questo, ricordando la nota formola d'Eulero 

g^^V^ :^ cos;;; ± \/— i .sen;;;, 
può assumere la forma 

y = eP'A(k^ + k^) cos y X + (è, — k^ \J— I . sen q xì . 

Ora, siccome k^-]-k^ e (k^ — f^d-^ — ^ ^^^^ costanti arbi- 
trarie esse stesse, che ponno venir indicate con H^^H^y alla rela- 
zione ora scritta può darsi l'aspetto: 

y=zeP\ (H^ . cos j X + i7j . stnqx). 

Ciò significa che, nel caso in questione, in luogo di 

^O'+jV^O* ed ^O'-yV-^)*, 
sono 

^^*. cosqx, eP^'.senqx 

due integrali particolari della suesposta eq."" dif.'% proprietà questa 
di cui è facile avere la conferma. 

Quando fosse invece ci>^ = g)^, all'unico integrale particolare 
y^ = e'^t' della predetta eq."' dif.^% quale ci viene dato dalle espres- 
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sioni (tt), va unito quest'altro y^=^x.e^*'. E questo è appunto 
quanto si ottiene applicando la formola (S), che qui diviene: 

y,= e-^'.j^j^dx==e^^'^.jdx = x.e^^\. 

giacché, per essere &>, radice doppia dell' eq."* 

u' + A^u + A^ = o, 
si ha 

e quindi 



Se n = 3, si debbono discutere i seguenti tre casi speciali : 
I.® Le radici dell' eq."* cubica 

tt^ + ^, tt* + ^^ tt + -^5 = o 
corrispondente alla proposta dif.'* sono tutte reali, e si ha una ra- 
dice doppia <ù^ = (ù^. Allora i tre integrali particolari da conside- 
rarsi sono: 

^*'i', x.e^^i'y ^"«'. 

A questo risultato tosto si arriverebbe assumendo nella (e): 

2.° Se la radice co^ è tripla, si avrà 

y^= e"**'y y^ = x.e'^t'y y^ = x^ .e"^*'. 
3.° Se la radice co^ è reale e le altre sono imaginarie, cioè 



"3 



= p±q\l-i, 



sì assumeranno come integrali particolari della eq.°* dif.** in que- 
stione le espressioni: 

e^i'y ef^'.cosqXy eP'.senqx, 



Se n = 4 si presenta una maggior copia di casi da consi- 
derare. Anche la semplice analogia con quanto fu ora stabilito ba- 
sta per concludere che, se l'eq.°* 

ti' + A^u^ + A^ u'-\-A^u-]-A^^o 
ha: ' ' 

i.°: radici tutte reali, una delle quali doppia <0j = («)^, sono 
integrali particolari dell' eq."* dif.*' corrispondente di 4.° ordine le 
quantità 
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2.°: radici tutte reali, una delle quali tripla ft>j = (d^ = w , 
si hanno gli integrali particolari 

3.**: una radice quadrupla w^, si ponno assumere quali va- 
lori di quattro integrali particolari diversi 

e«^'**, xe'^i^'y jc\e"<*, x^.^"i*. 

4.°: due coppie di radici doppie reali w^scù^, <ù^=(ù^^ si 
hanno gli integrali particolari 

5.°: due radici reali diverse e due di natura complessa: 

si assumeranno come integrali particolari le espressioni: 
d"i% ^"1*, eP^'.cosqXy eP^'.senqx. 

6.°: una radice doppia reale e due imaginarie come sopra, 
si hanno gli integrali particolari 

^«,x^ xe*^<*, e^'.cosqXy eP'.senqx, 
7.°: tutte le radici imaginarie diverse: 

sono integrali particolari della data eq~ dif.** le quantità: 
e'^'.cosnXy C^'.sennXy e^'.cosqXy ef'.sQnqx, 
8.° finalmente: due coppie di radici imaginarie eguali, cioè: 



6). = (0, 



6> =£0 



Zl'hpi-i^'- 



si avranno gli integrali particolari 

e^'.cosq Xf xef"" .cosqXy eP^'.scnqXy x .e^'^.sQnqx. 

È facile, dopo ciò, l'estendere queste norme ai casi in cui 
sia n= $,6y ecc. 

VIL° Avendosi Teq."' dif.** completa 

ove A^,A^y...A^ sono costanti date, si può determinarne facilmente 
r integrale generale y [e questa ricerca è in ogni caso ridotta a sem- 
plici quadrature, come appare ad esempio dalla sola ispezione della 
(6)] coli' indicato metodo della variazione delle costanti (veggasi 
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quanto fu esposto in III), facendo uso dei valori or ora scritti de- 
gli integrali particolari della corrispondente eq."* ridotta. 

Per la ricerca di y si può anche seguire un altro metodo, 
spesso applicabile e più spedito, il quale consiste nel differenziare 
la eq."* dif.'* proposta un certo numero di volte, e nel combinare 
le eq."* cosi dedotte colla originaria, per modo da eliminare l'ultimo 
termine, cioè da ottenere un' eq."* dìf.'* lineare ridotta d'ordine s, ne- 
cessariamente >«. L'integrale generale di questa essendo tosto 
formato, dopo quanto fu detto, si avrà ottenuto nel medesimo 
tempo y: ma poiché esso viene a contenere così s costanti arbi- 
trarie, mentre non glie ne possono competere che n sole, sarà d'uopo 
procedere alla determinazione di ^ — n costanti in funzione delle 
residue n e delle costanti che entrano già nell'eq."* difJ* proposta. 
Per tal guisa y risulterà formato colle sole n costanti arbitrarie che 
deve appunto contenere. 

VIII.° Secondo un altro metodo, che può del pari venir 
seguito per la ricerca dell'integrale generale y della precedente 
eq." dif.*% e che vale anche quando si tratti dell'eq."' (a) a coeffi- 
cienti variabili, basta trovare un integrale particolare, che dirò 7^, 
dell'equazione stessa completa. In allora si ha: 

della cui esattezza si può convincersi come «egue. 

Dalla (a) si traggono, mediante derivazione successiva, le: 



Si moltiplichino ordinatamente tali eguaglianze per X^, X^,... X^.i 
cominciando dalla penultima e risalendo alla prima, e se ne faccia 
poi la somma, aggiungendovi altresì la Qs) moltiplicata per X„. Si 
avrà così: 

+ ecc. ... + K [y.'"'+ X, y:-' + . . . + X,.,y,'+ XjV. j + 
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e siccome sono per ipotesi soddisfatte le relazioni: 



yi"'+ X, :y.'-" + . . . -H X... yJ + X >-.= o 

usando di queste, rimarrà 

vale a dire : è soddisfatta Teq." dif/* data come dovea essere, ep- 
però la Qs) ce ne fornisce veramente la soluzione generale. 



Tale metodo può venire applicato all'equazione lineare com- 
pleta seguente: 

/->+^,y^-'^ + .4, ./-'>+... +^._,y+^.:K + 5 = (t) 

ove i coefficienti -4,, . . . A^^ e l'ultimo termine 5, sono costanti. 
Si riconosce tosto infatti potersi assumere in questo caso Y^= M 
costante, giacché, essendo per tal guisa nulle tutte le derivate di 
y^, basta che si abbia: 

A,.M + B=o, 
relazione che porge 

Dunque l'integrale generale della (t) sarà 

formola che vale qualunque sia la natura^ delle radici dell' equazione 
ordinaria corrispondente alla (t) ridotta. 

La (x) cosi ottenuta esige però manifestamente che A^ sia 
diverso da zero. Se fosse appunto A^ = Oy è chiaro che si può sod- 
disfare la (t) supponendo Y^=Nxy e quindi Y^'=N. Allora si 

trova dover essere N= — -^ — , e pertanto devesi sostituire alla 

(x) la formola seguente: 

Se fosse poi ad un tempo A„ = o -4^.i = o, si dovrebbe as- 
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sumere invece Y^=^Px*, e all'ultimo termine delle formole (x) 

((!>) dovrebbe sostituirsi il seguente ^ — x* ; e cosi via 

1.2. ^»_i 

dicendo con legge manifesta, pel caso che, insieme alle A^ = o, 

A^^i = Oy sussistano eguaglianze come -4»., = o, ecc. 



Esercizio 25.^ 
(Boole, pag. 41 0). 

Integrare le equazioni differenziali lineari 
y"— 2/' + /— e* = o, /'— 9/+ 20:y == x^ . e^* 



I.° L'equazione differenziale 

f'-2f+y-e^ = o (i) 

facilmente si integra usando il procedimento testé indicato (VII). 
Differenziandola infatti una volta, si ha: 

y^_2y" + y' — ^* = o, 

e si giunge pertanto ad un'equazione lineare ridotta sottraendo l'una 
dall'altra queste eguaglianze, membro da membro. Essa sarà 

r-3y"+3y-/=o. (2) 

Vi corrisponde l'equazione ordinaria 

u^ — 3 w^ + 3 '** — " = ^9 
che può scriversi: 

u ,(ti — i)^ = o 

ed ha quindi una radice nulla e la radice i tripla. 

Seguendo adunque le norme a suo luogo indicate (VI.** ; 2°), 
saranno : 

e^'^^ij e'y xe'^ x^ e"" 

quattro integrali particolari della (2); e l'integrale generale di que- 
sta stessa equazione riescirà 

y = A\{B^Cx\Dx^^.e^, (3) 

essendo A^ 5, C, D quattro costanti. 

Affinchè il valore di y, cosi determinato, soddisfaccia la (i) 
proposta, è però necessario stabilire opportunamente il valore d'una 
di tali costanti. A tal fine, sostituendo nella (i) stessa i valori di 
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y', y", y" che si ottengono dietro derivazione della (3), e che sono : 

y = [5+ c + (c+2i>)* + £>*'!.«' 

y =^B + 2C-|-2D + (C + 4D)x + Dx'l.«- 
;y"' == [5 + 3 e + 6 D 4- (C + 6 D) * + D x'I . ««, 
giungesi tosto all'eq."* di condizione voluta 2 D — 1=0, che dà 

D = l. 

2 

Ponendo questo valore nella (3), si avrà 

come soluzione generale dell' eq." dif.** (i), essendo Ay 5, C tre 
costanti che sono affatto arbitrarie. 

II.° Integriamo l'equazione differenziale 

f—3y'+2oy^x\e'' (5) 

seguendo la via ordinaria indicata in III, parlando dei processi di 
integrazione usati per equazioni complete di questa specie, e più 
precisamente applicando la formola (6). 

Si ha in questo caso X^= — x\^'*, e puossi assumere: 



y^=^'% >'.=^'' 



poiché alla (5) ridotta corrisponde l'equazione ordinaria 

ti" — 9 tt + 20 = o 

le cui radici, reali e diverse, sono i numeri 4, 5. 
Risulta per tal guisa 

Dunque la formola (0) richiamata diverrà nel caso attuale 
y = A.e''' + B.à'—e''.(x\e'-'.dx + e''.(x\e''*'.dx, 

ove A e B sono due costanti arbitrarie. 

Calcolando i due integrali qui incontrati, si ha: 

ìx\e-''.dx = — e-'(x^'\-2x + 2), 



f 



x\e-^'',dx = (2x* + 2x + i). 
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quindi, sostituendone i valori nella relazione precedente, si ha: 

y = A . e^' + B . e^^ + e^' (x^ + 2 X + 2) — - e^' (2 x^ + 2 X + i)y 
talché infine l'integrale generale dell' eq." dif.*' proposta (5) riescirà: 

y = A.e^' + B.e^' + -e^\(2 x' + 6 x+ 7), (6) 

e se ne potrà verificare V esattezza deducendone i valori di y' e y*' 
mediante differenziazione, quindi eliminando A e B fra le due eq."*^ 
alle derivate cosi ottenute, prese insieme alla (6) stessa, elimina- 
zione che, coir uso della teoria dei determinanti, è tosto eseguita. 



Può integrarsi la stessa eq."' (5) anche usando il noto artificio 
di derivazione di cui ci valemmo per l'integrazione della (i). 
Si ponga a tale scopo la (5) sotto la forma: 
e-^^(y'—9y + 2oy)=^x\ 
e facciasi la derivata terza d'ambo i membri; si avrà cosi: 

(«-'T-(/'-9y+2O3-)+3-(«-'0"-(y'-9y+2O)-)'+ 
+ 3 • («- '0' • (/'- 9 y + 2o>-)" + «- 3 ^ (/'- 9 y + 20 :v)"'=o , 

ossia: 

— 2j.e-^',{y"—9y'i- 20_y) + 27 .^-5*. Q'"— 9/' + 2oy) — 
— 9 e-3«.(y^_9y"-f2oy') + ^5*(/— 9/' + 20/") =0; 

quindi, ordinando, riducendo e togliendo il fattor comune e" 5*^ do- 
vremo integrare la seguente eq."* ridotta del 5.** ordine: 

3,-_ 183,- 4- i28y"-45oy'-f 783/- 54o:y = o, (7) 

alla quale corrisponde l'equazione ordinaria 

u? — 18 w'^+ 128 w' — 450 «^+ 783 w — 540 = 0. 
Questa può mettersi sotto la forma 

(tt* — 9 w + 20) (ii^ — 9 tt* + 27 11 — 27) = o, 
ossia : 

0' — 4)(« — 5).(^— 3)' = o 
le cui radici sono cosi in evidenza. Poiché esse sono tutte reali 
ed una tra le medesime é tripla, l'integrale generale della (7) sarà: 

y = A.e^-^B.e^' + (^C + Dx-{-Ex').e^\ (8) 

Ma, perché questo soddisfaccia l'eq."* proposta (5), è necessario 
che tre fra le costanti introdotte vengano opportunamente deter- 
minate. 
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Derivando a tale scopo due volte di seguito la relazione ora 
ottenuta, e sostituendo questi valori di y^y'^y'' nella (5) stessa, si 
trova cosi dover esser identicamente: 

2£x' + 2(i) — 3£).x + 2C— 3i) + 2£ = ;c*, 
il che richiede che sia: 

2£=i, D— 3£=o, 2C— 3D + 2£'=o, 
e quindi: 

E=L i) = i, C='^-. 
2 ' 2 ' 4 

Introducendo questi valori nella (8), essa diverrà V integrale 
completo richiesto dell' eq."* dif.** (5), e viene a coincidere colla 
precedente (6), come dovea essere. 



Esercizio 26.** 
Integrazione dell' eq."* dif.'* lineare 

y' + cLy''\-hy-\' ex -\-d = Oy 
ove a^byC^d sono quattro costanti date. 



Se si osserva che, col differenziare l'eq."* proposta rispetto ad 
X, ottiensi 

/" + ^/' + */ + ^ = o (i) 

il cui integrale è conosciuto [veggasi quanto fu esposto in t), Vili, 
circa le eq."* dif." lineari], potremo applicare il metodo indicato in 
VII, sebbene la (i) in questione non sia ridotta. 

Poiché, sopprimendo l'ultimo termine della stessa, si ha 

y" + ay>+by'^o, (2> 

cui corrisponde l'eq."* ordinaria 

tt' -f- a w' -f- i w = 0, (3) 

di cui una radice è nulla, e le altre due sono le radici della 

tt* + rt fi + i =. o, (4)- 

detti y^ , y^ gli integrali particolari della (2) che rispondono alle ra- 
dici di quest'ultima equazione di 2.° grado, il terzo integrale par- 
ticolare essendo i, coli' applicare per riguardo alla eq."* dif.'* (i), 
dove manca il termine in y^ la formola (co) indicata a suo luogo- 
(veggasi, come si è detto pag. 214), si otterrà: 

y^L + My,+ Ny-U (5> 
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quale integrale generale della (i) medesima. Quando fosse i = o, 
alla (5) debb' essere sostituita la relazione 

y = L'\'Mx + N.e'^' i-x^ (6) 

notando che in tale ipotesi la (4) ha le radici o, — a, la prima delle 
quali è ora una radice doppia per la precedente eq." cubica (3), 
talché come integrali particolari della (2) debbono ora assumersi 
le espressioni - 

I, Xy ^"••. 

Ove infine fosse ad un tempo a = Oy i = 0, la (6) suindi- 
cata deve essere alla sua volta sostituita dalla seguente 

y^L + Mx + i^x^—^x\ (7) 

osservando che la predetta eq."* cubica si riduce qui ad «^ = ed 
ha quindi una radice tripla (= 0), talché in questo caso sono i, x,x' 
tre integrali particolari della (2). 

I simboli Ly Af, N rappresentano poi in ognuna delle rela- 
zioni (5) (6) (7) altrettante costanti. Ma queste non saranno tutte 
arbitrarie, giacché, volendo che queste formole stesse forniscano la 
soluzione richiesta, caso per caso, della data eq."* dif.*% sarà neces- 
sario determinare opportunamente una di ^sty non potendo tale 
soluzione contenere più di due costanti di integrazione. 

In base al valore di y fornito dalla (5), si avrà: 

f-\-ay' + hy + cx+d = MO;' + ay; + by:)-\- 

+ N(,y,>-iray:-\-by:)^bL + d-^-, 

e siccome y^ , y^ sono evidentemente integrali particolari non solo 
della (2), ma anche dell' eq.°* 

y" -{ ay' -\-by= o 

perché corrispondono alle radici della (4), rimarrà più semplice- 
mente: 

y"+ay' + by'{-cX'\-d = bL']-d r-: 

quindi, onde sia soddisfatta Teq."' dif.'* proposta, dovrà essere 

y ac — bd 
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picchè la (5) diverrà, dopo moltiplicazione per b: 

by + cx = ^-^ [-bMy^+bNy^, 

ossia : 

Hy, + Ky, + by + cx-\-d-^ = o, (8) 

-essendo H e K due nuove costanti arbitrarie. 

La relazione trovata costituisce cosi l'integrale generale del- 
l' eq.°* dif.*' proposta quando a t b sono diversi da zero. 



Perchè invece il valore di y fornito dalla (6), o meglio quelli 
che per y\y'' se ne deducono, soddisfacciano l'eq."' 
y" -^ ay -{- ex '\- d = o^ 

che è la medesima eq."' data nella ipotesi i = o, si trova che deve 
essere adempiuta la condizione 

aM \- d = o, 

a ' ' 

che fornisce 

,-. e — ad 

quindi l'integrale generale di questa novella eq.°' dif.** sarà: 

y = L + i^x-f^x^+N.e-". (9) 



Infine, perchè la (7) venga a costituire la soluzione generale 
della data eq."* dif.'* nella quale si supponga insieme a = 0, i = o, 

5Ì trova tosto dover essere N= , e cosi la (7) diviene : 

v = L + Mx x^ xK (io) 

I risultati (9), (io) ora esposti potevano ottenersi anche per via 
più breve, osservando che le eq."* dif." cui essi si riferiscono sono 
direttamente mtegrabili. Infatti la 

3^'-f^y + ^^ + ^ = o 
dà luogo alla seguente: 

2 
ove C è una costante arbitraria, e questa novella equazione essendo 
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lineare e del i.° ordine, integrata coi metodi a suo luogo indicati 
(Parte Prima), conduce appunto alla relazione (9), ove si indichi 
con L una costante formata colla C ora introdotta, arbitraria essa 
stessa. 

La y" + ex -{- d= o dà invece successivamente : 

y'+-x' + d.x — M = o, 
2 

•^ ' 2 . 3 ' 2 ' 

che coincide colla (io). 



Riassumendo : la (8), ove y^ e y^ si ponno riguardare come- 
due integrali particolari diversi dell' eq.°* dif.'* 

y'+af + by=:o, 

è l'integrale completo dell'equazione 

y'^ -\- cty -{- by -{- ex -}- d = Oy 

nella quale b sia diverso da zero. La (9) è similmente l'integrale 
completo dell' eq."* 

y" -{- ny' + i:jc + d = o, 

ritenuto a diverso da zero; e la (io) è quello finalmente della 



Si può integrare l'eq.°* dif.'* proposta anche in un modo al- 
quanto diverso da quello dianzi tenuto, usando un altro artificio. 

Consideriamo nuovamente a tal fine la (i) che se ne dedusse 
mediante differenziazione, e pongasi per semplicità y' = :(. Cosi la 
(i) stessa prenderà la forma: 

^'^^a:(:+b:^ + c = o. 

Questa nuova eq.""* dif.^* lineare, avrà per integrale generale 
[veggansi i noti cenni: e) Vili, formola (y)]: 

supponendo che b non sia nullo, e indicando con :(_^9^^ due inte- 
grali particolari dell' eq."* ridotta corrispondente 
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Riponiamo al posto di 7^ la quantità y\ e in allora dall' eq." 
dif.** data discenderanno queste altre: 

È chiaro perciò che, eliminando y' e /' fra queste ultime e 
la eq."' data medesima, si dovrà giungere al suo integrale completo, 
poiché si ottiene per tal guisa una relazione fra le variabili Xy y e 
due .costanti arbitrarie k^y k^. 

Eseguendo tale eliminazione, cioè la sostituzione dei valori di 
y' e y" ora scritti nella 

y" -\-ay'-{-by'{-cX'\-d = Oy 
sì ottiene: 

*.(?/ + «0 + *.fc' + «0 + *>' + ^* + '^-y = o. (Il) 

Ora, se si suppone che le radici della u^ + au -{-b ==o sieno 
a, p reali e diverse, si avrà: 

quindi : 

e siccome k^ (a -f ^) e i, (P + ^) sono pure costanti arbitrarie che 
si ponno denominare H^Ky la (ii) potrà scriversi: 

H.e^' + KeP' + by + cx + d — ^ = o; (12) 

e questo risulterà, per quanto fu detto, l'integrale completo della 
eq."*' dif.** data nella supposizione A J 0, e ritenuto che le radici a, p 
dell'accennata eq." sieno reali diverse. 

Se queste radici fossero invece imaginarie: 

assumendo 

:^^ = e**, cos qXy jj^ = é^'. sen q x 

e procedendo sopra la (i i) in modo analogo a quello ora tenuto, si 
giungerebbe facilmente al risultato: 

(//. cosqx-{-Ksenqx) . e^' -{- b y -{- e x + d r" = o (13) 

che terrebbe luogo del precedente (12). E se infine le a, p fossero 
reali, eguali fra loro, devesi assumere nella (11): 
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-ciò che viene a trasformare la stessa (con opportuno cangiamento 
delle costanti) in: 

(^H+Kx).e'''+by + cx + d—^=o. (14) 

Le eq.°* integrali cosi ottenute (12) (13) (14), caso per caso, 
^ono tutte comprese nell'unica (8) antecedentemente trovata per 
altra via, bastando ricordare che y^ e y^ rappresentano gli integrali 
particolari dell' eq."' y' -{-ay' -\-by --=0, cosicché y^ q y^ sono la 
stessa cosa che ^j;,,:?,. 

Il procedimento ora seguito per giungere alle (12) (13) (14), 
non è che una generalizzazione di quello indicato da Schlòmilch 
(Trattato di Calcolo Differen:(iale e Integrale, 1868, pag. 523) per 
l'integrazione dell' eq."' dif.*'. 

f = Ax + By+Q 

<:he è un caso particolare di quella sopra considerata. L' autore de- 
riva due volte quest' eq.", ciò che dà : 

cioè, ponendo y" = t: 

r — Bt = o. 

Chiamando allora /,, t^ due integrali particolari di quest'ultima, 
dedotti dalla considerazione della corrispondente eq."' ordinaria 

v' = B, 
si ha: 

e quindi: 

ove K^ e K^ sono costanti arbitrarie. 

Eliminando y" fra questa e Teq."' originaria si perviene al 

risultato 

Ax + By+C=KJ, + K^t^ (15) 

che è l'integrale completo dell' eq."' dif.*' stessa 
y" = Ax + By+a 

La (15) può ottenersi come caso particolare della precedente 
formola (8), come dovea essere, facendo in essa 

a = o, b = — B, c = — A, d = — C, 
e notando che y^,y^ sono ora gli integrali particolari della eq."^ 
y" — By = Oy cioè sono gli stessi t^ e t^ che entrano nella (15). 
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Esercizio 27.° 
Integrazione dell'equazione differenziale: 



y +-y+^)'=o, 



ove a è una costante. 



Giova trasformare l'equazione proposta in un'altra mancante 
del secondo termine, ciò che si ottiene nel caso generale dell' eq."* 
di 2.° ordine: 

f^X,y' + X,y + X^ = o 
a mezzo della sostituzione 

essendo ;j una nuova variabile: [come risulta dai cenni generali sul- 
l'integrazione delle eq.°* lineari IV.°, formole (ja), (v)]. 

Presentemente la posizione da farsi a tale scopo sarà dunque : 



e 
cioè 



y = ^.e ^i.e =^^^ 



^=^ 0) 

Cosi l'equazione proposta si trasforma in 

?"+«^ = 0, (2) 

il cui integrale si può subito formare. 

Supponendo dapprima a = — ^*, cioè a negativo, all'eq."* (2) 
corrisponderà l' ordinaria 

le cui radici sono -f- jfe e — k. Pertanto in questa ipotesi l' integrale 
generale della (2) sarà 

Supponendo in secondo luogo a = -j- ^*> ^^oè a positivo, la: 
u' + k'^o 

avrà le radici imaginarie +i.V — ^ ^ — ^\/ — i: quindi, invece 
della precedente si avrà quale soluzione generale della (2) : 

;( = .4 . cos ^ X + -B . sen fe X. 
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Ricordiamo ora la posizione fatta (i), e concluderemo: essere 

l'integrale completo dell'equazione 

/' + Jy -*'•:>' = o, (4) 

mentre 

. cosix , o sen^x , . 

è quello deU'eq." 

y+jy+^'-jK^o. (6) 

Sono dunque le quantità -7-, due integrali particolari 

della (4); e , due integrali particolari della (6). 

Quest'ultimo risultato è pure quello cui giunge il prof. Schlò- 
milch nel suo Trattato di Calcolo a pag. 535 seguendo una via 
molto diversa. 



Si può integrare 1' eq.°' proposta, o meglio le (4), (6), anche 
tenendo il processo della variazione delle costanti. 

Consideriamo infatti Teq.'" stessa, privata dell' ultimo termine, 
cioè la 

y'+iy=o. 

Questa, integrando, fornisce: 

log^+logx*=o, 

ossia: 

log-^ = o, 

e da ultimo 

, C 

quindi, integrando di nuovo: 

y=D-^, (7) 

ove C Q D sono due costanti arbitrarie. 

Ora, dovremo supporre nella (7) che C t D sieno opportune 
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funzioni di x, e allora la (7) stessa potrà divenire soluzione gene- 
rale per l'equazione data. 

In questa supposizione si avrà 

C C 

e sarà quindi: 

Di qui l'equazione differenziale ausiliaria: 
7. C" C 

X ^ X X 

che può frattanto semplificarsi e ridursi ad una eq.°* dif.*' fra due 
variabili, ritenendo D = 0. Rimane cosi la 

c" :f iec=o 

che evidentemente coincide colla (2), e potremo quindi assumere 
oppure 

nel caso del segno superiore; 

C = cos i X, 
oppure 

C = sen i ;c 

nel caso del segno inferiore. 

Allora la (7) ci porge i valori seguenti della y: 

X ' X 

relativamente all'eq."* dif/' (4): 

cos k X sen "k x 

X ' X 

per riguardo alla (6). 

Queste saranno adunque due coppie di integrali particolari, 
una per ciascuna di queste equazioni: e in base ad essi si ricostrui- 
ranno tosto le relazioni stesse dianzi stabilite (3) (5), che saranno 
le soluzioni generali richieste della proposta eq."* dif.'% secondo che 
si ha a = — A*, oppure a = + ^*. 

Si può del resto constatare l'esattezza dei precedenti risultati 
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anche osservando che uno degli indicati integrali particolari, per 
ciascuna coppia, viene agevolmente a dedursi dall'altro applicando 
la nota formola 

che in questo caso diviene: 

L'anzidetto processo della variazione della costante C perde 
!a sua applicabilità nel caso dell' eq.°' dif.^ analoga alla data, ma più 
generale della stessa 

y"+^y' + <'y = o, (8) 

ove e è un'altra costante. Infatti, la 

y +—y=o 

che se ne deduce ommettendo l'ultimo termine, ha per integrale 
completo 

y = D--^, se r,-; 

oppure y = D — C log a:, se e = - . 

Se si suppone adunque di assumere qui pure Z) = o, e di^de- 
terminare C per modo che il valore cosi risultante per y soddisfaccia 
l'eq."" dif.'* considerata (8), si trova che C deve essere un inte- 
grale qualsiasi della nuova eq."" 

C" + 2Ì^=^.C' + aC = o, se r$i 
' a: ' ' <2 

la quale è della medesima natura della (8) e ne presenta le stesse 

difficoltà. Nel solo caso in cui sia r = i l' eq."' qui ottenuta sì 

semplifica, venendo a scomparire il secondo termine, e questo è 

appunto il caso dell' eq."* proposta. 

Ove poi sia r = — , alla 

y' +^y' + ay = ^ 

verrebbe a corrispondere la seguente: 

CMogx + ^-i-fe . C + a . log A- . C = o. 
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Esercizio 28.° 
(Boole, pag. 234). 

Integrazione delle equazioni differenziali 



y"-yy^ = y\<f\^y 



È evidente che la prima delle equazioni proposte, non con- 
tenendo la yy si integra mediante la posizione y'=^:(^y giusta quanto 
venne detto in a) per riguardo a un'eq.°* di tal specie, qualunque 
sia il suo modo di formazione. Essa allora diventa: 

che appartiene a un noto tipo (formola di Clairaut: veggansi i 
cenni sull'integrazione delle eq."* di i.° ordine e grado qualunque, 
esposti nella Parte IL'). La soluzione generale della (i) è la se- 
guente : 

^-Cx=/(C) 

ove C è una costante arbitraria. Riponendo per jf il suo valore, ri- 
marrà dunque ad integrare l'eq.~ lineare semplicissima 

y=Cx+f(iC). 

Il risultato essendo 

y^C.^+f(C).x+D, (2) 

sarà questo pertanto l'integrale completo deireq." dif.*' 

y'-xy"=f(j"), (3) 

come è facile di verificare. 

La (i) ammette però un'altra soluzione (singolare), che e 
quella che nasce dall'eliminazione di ;;;' fra la (i) stessa e la 

Sia tale soluzione rappresentata da ^ (jc, :() = o. Vi corrispon- 
derà l'eq.°" dif.*' di i.° ordine t^(x,y') = o, che, non contenendo 
y, potrà essere tosto integrata e darà per suo integrale 

W(x,y,K)=.o, (4) 

L'eq."* dif.** (3) ammette dunque la soluzione generale (2), 
più quella speciale (4) che contiene una sola costante arbitraria K, 
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ed è a riguardarsi come una soluzione singolare. La forma della 
funzione W non potrà esser determinata che in ogni dato caso, cioè 
quando sia assegnata la forma di/. 



La seconda eq."' dif.^ proposta non contiene all' incontro la x. 
Se adunque si ricorda il processo generale indicato per T in- 
tegrazione d'un'eq."* di questo tipo [veggasi quanto fu esposto in i)], 
sostituiremo alla 

y"-yf=y''9(jr) (5) 

la seguente : 

che ne nasce usando la relazione : 

y ~ dx~ dyy- 

Ponendo ora f = t per maggior chiarezza, la (6) può scri- 
versi : 

che è un'eq." dif.*' del i.° ordine fra le variabili y,t, appartenente 
al surricordato tipo di Clairaut. 
Si avrà cosi: 

essendo H una costante qualsivoglia. 

Ripongasi per t il suo valore, e dividasi per H.y -\- (f (^H): 

ne risulterà la: 

dy_ 

dx 

H.ytfitì) -'' 

che, integrata nuovamente, darà: 

e quindi : 

y = L.e»--^.^(Hy (7) 

Questo è l'integrale generale richiesto dell' eq."' (5), come 
di leggieri si può constatare. 

La t—yt' = (fQ') 
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— 

ammette comunemente anche la soluzione singolare che nasce dalla 
eliminazione di t' fra quest'ultima e la relazione 

Supponiamo che essa sia la seguente 

Vi corrisponderà, per riguardo alla (5), l'eq."' dif.'* di i."* ordine 

il cui integrale potrà facilmente ottenersi, non contenendovisi la 
' X esplicitamente. Se tale integrale viene indicato con 

F(x,y,M) = o, (8) 

ove M è una costante arbitraria, concluderemo pertanto che: la 
eq.°* dif.*' (5) proposta nell' esercizio in discorso, oltre alla soluzione 
generale (7), ammette quella singolare (8), la cui forma potrà sol- 
tanto esser stabilita in ogni determinato caso, cioè quando sia as- 
segnata la forma della funzione <p. 



Esercizio 29.° 
(Temi proposti a Diglone ed a Tolosa). 

Integrare le equazioni differenziali: 

y + 2 a^y -^ a^y==cosax (2) 

ove a è una costante. 

Ognuna delle eq.°* dif." proposte è lineare e completa. Da 
ognuna d'esse inoltre discende un'eq." ridotta, la cui algebrica cor- 
rispondente ammette delle radici multiple. Infatti le (i) (2) danno 
luogo alle eq."* dif." ridotte : 

y"—6y+9y = o (3) 

f^ + 2a'y' + a'y = o, (4) 

alle quali rispondono le eq."* ordinarie 

«* — 6 1* -f 9 = o, v^ -{- 2 a^ v^ -^ à^ = o. 
Le radici della prima sono appunto entrambe eguali a 3. La 
seconda eq.°' può scriversi 
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onde ha le radici 

+ a\/— I, —a{^^i, 

ognuna delle quali è doppia. 

Segue di qui che: la (3) avrà per integrali particolari le 
quantità : 

e che le espressioni 

cos a Xy seno ax^ x .cosaXy x . seno a x 
costituiranno quattro integrali particolari diversi per la (4). 

jBasta ricordare a tal uopo infatti quanto fu esposto in ge- 
nerale circa l'integrazione delle eq.°* dif." lineari a coefficienti co- 
stanti : veggasi VI.° : per « = 2 e per « = 4! . L' integrale generale 
della (2) sarà perciò della forma 

y = (k^+ k^ x) cosax + (k^ -f A^ x) sen a x + 9 (x). (5) 

È manifesto che — è una soluzione particolare della prima 
eq." dif.*' proposta, giacché ponendo 



si ha: 
quindi : 



7=i 
" x' 



Y' L Y" — 

°~ x" o "~a:" 



Yj'-iY' + ,r,.' + '+i-'>'' + "^' 



X' ' X' ' X x^ ' 



ciò che dimostra la verità di tale asserzione. 

Approfittando adunque del metodo di integrazione d'un'eq."* 
lineare completa esposto in Vili, non rimarrà che ad applicare 
al caso nostro la formola (0) ivi trovata, e, attesi i valori indicati 
di y,,yj, Y^y si avrà la relazione 

y = XC,^C^x).e^' + L (6) 

ove C, , Cj sono due costanti arbitrarie. 

È questo dunque l'integrale generale richiesto della (i). Si 
può verificarne l'esattezza derivando due volte successivamente la (6) 
rispetto ad x, quindi eliminando le C,, C^ fra le due eq."' cosi ot- 
tenute, prese insieme alla (6) stessa. 
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che entra nella (5) , che 
eq."' completa. 



Lo stesso procedimento potrebbe tenersi a proposito della (2), 
e qui rimarrebbe a determinarsi (p (a:), 

rappresenta l'integrale particolare Y^ del 

Si può dimostrare potersi assumere 9 {x) = m.x^. cos a x, ove 
le costanti fn,p sono da determinarsi opportunamente. Però questa 
via riesce alquanto prolissa e sarà quindi preferibile attenersi al 
metodo di eliminazione esposto in VII (pag. 213) per la ricerca 
dell'integrale generale d'un'eq."* completa a coefficienti costanti. 

Tale metodo si presenta^ qui molto opportuno, poiché è chiaro 
che, col differenziare due volte di seguito 1' eq.°' proposta (2), viene 
a riprodursi nel 2° membro la funzione stessa primitiva cosax: 
epperò l'eliminazione sarà tosto eseguita. 

Dalla (2) deduciamo infatti: 

y'^'^- 2a^ y'' + a^ y'' = — a\ cos a x. 

Moltiplicando adunque la (2) per a^ ed aggiungendovi que- 
st'ultima, membro a membro, si otterrà: 

r + 3 a^'f + 3 ^' y'' + a'y = o, (7) 

che è l'eq." lineare ridotta che ci occorre. 

La corrispondente eq."" algebrica di 6.° grado sarà: 
«^ + 3a't*^+3a^ ti' + a^ = o, 
e può scriversi: 

, ,, ,.. («' + O'=o; 

dunque avrà le radici 

ognuna delle quali sarà multipla tre volte. 

Ne segue che : l' integrale generale della (7) sarebbe : 

y z=(k^J^h^x -{- k. x") . cos ax -{- (k^-^-k^x-^- ìt x^') sen a a:, (8) 

essendo denotate con 

k il k l. k k 

le sei costanti arbitrarie che alla (7) competono, e osservando che, 

per le regole note, in base alle radici ora trovate, sono evidentemente 

cos ax^ X cos a x, x^ cos a x ; sen a x, x sen a x, x* sen a x 

sei integrali particolari diversi di quella stessa eq.°' dif.**. 

Ma, affinchè la relazione (8) possa costituire la soluzione ge- 
nerale della data eq."'' (2), che non è che del 4.° ordine, è neces- 
sario che due fra le anzidette costanti vengano convenientemente 
determinate; ed ove si paragoni la (8) stessa colla (5), si scorge 
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che tale determinazione deve precisamente riflettere le costanti k 
e k^y poiché la espressione 

x^Ak cosa X -{-k^ sena xl 

tien luogo della funzione (p (x), assolutamente determinata, che an- 
cor ci rimane a trovare. 

Per eseguire questa ricerca ricaviamo dalla (8), mediante de- 
rivazione, le seguenti: 

y''= j (2 Éj+ 2fli^— a^k^ + (4^ ^6 — ^^^ù ^ — a* ^5 X* . cos fl jc -f 

+ (?K— 2 ak^—a^k^)—(4a k^-^- a"- k^) .V —a' k^ x^) Jsenoax, 
y'=--- (i2a*Jirj+4^'*^— a*Jfc,) — aU,x— a^ JfcjXM. cosale— 
—\(i2a'k,— 4a'k—a'k;)—(Sa'k^'\-a'k^)x-a'k,x'\ 



.seno a X. 



Sostituiamo in seguito questi valori, insieme a quello per y 
fornito dalla (8), nella eq."* 

y + 2 a* }^" + a^ 3^ = cos a Xy 

e raccogliamo nella stessa cos a jc e seno ax o, fattori comuni, dopo 
aver trasportato tutto in un membro. Onde Teq."' sussista identica- 
mente deve il coefficiente di cosax esser nullo, e del pari deve 
esser eguale a zero quello di seno ax: e siccome ciò deve avvenire 
qualunque sia il valore della x, si conclude per tal guisa dover 
essere 

*^ = -8^' ** = °' 
sicché si ha: 

<p (x) = X* \k^ , cos a X -{- k^ . sen fl ;c( = — '^— j x^ cos a x, 

che é appunto della forma testé accennata. 

Introducendo i valori cosi ottenuti per k^ e k^ nella (8), 
avremo dunque come integrale generale dell' eq."' dif.*' (2) proposta, 
la relazione : 

y ^W + k,x — -^.x'y cos a X -{- (k^ + k^ x) . seno a^. (9) 
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Il procedimento tenuto per integrare la (2) varrebbe affatto 
analogamente pel caso dell' eq."' dif/* di consimile natura: 
y^ -\- 2 a^ y" -\- a^ y = m cos a X -{- n seno a x, 

anzi, più in generale, esso vale anche pel caso che l'eq."* sia la se- 
guente: 
y-)_j_^^y— 1)^ , , , ^ A^^^y -{■ A^y ^=s m . costi X + n .seno a x, 

ove A^y . . .Anytnyft sono date costanti. 

Infatti, differenziando due volte quest'eq."* si ha: 

— a^ (mcosax '\- n sen a x). 

Moltiplicando dunque la precedente per a*, e aggiungendovi 
quest'ultima, si viene ad eliminare l'espressione che entra a costi- 
tuirne i secondi membri, e rimane l'equazione ridotta: 
y-+2)^ ^^y-+v + (a^ + ^j . y..+ . . . + 

+ (a* ^._, + 4.)/' + ^' ^- 1 /+ ^' ^y = o. 
Integrata dunque quest'ultima, non si avrà che a determinare 
due fra le n -j- 2 costanti che cosi vengono ad introdursi, per modo 
che l'integrale ottenuto soddisfaccia l'eq."' dif.*' sopra considerata, 
dell'ennesimo ordine. 



Esercizio 30.° 
(Tema proposto a Nancy). 

Integrazione dell'equazione differenziale 

ove « è un numero intero e positivo. 

Esaminando l'eq."* dif.** proposta, si riconosce la possibilità di 
soddisfare la stessa supponendo y = P (x), ove P (x) sia un poli- 
nomio dal grado n. Infatti -r- sarebbe cosi del grado n — i e -pS 
^ dx ^ dx 

del grado n — 2; quindi il primo membro dell' eq.°* diverrebbe un 
polinomio di grado n esso pure, che potrebbe esser reso indentica- 
mente nullo stabilendo i coefficienti di P(x) in modo che i suoi 
cofficienti riescano tutti eguali a zero. È evidente poi che: nel caso 
di n pari, P(x) potrà contenere soltanto potenze pari della x, e 
nel caso di n dispari potenze dispari. Rimane però a vedersi se la 
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determinazione dei coefficienti di P (x) non sia per riescire illusoria, 
cosi che questo polinomio in realtà non esista, oppure sia di grado 
minore di n. 

Per convincersi che ciò non è, basta supporre 

P(x) = a^x''+occ , 

d'onde 

F (x) =n aoX-»+ . . . , P" (x) = n (« — i) a^x-* + . . . 

dy d^ y , 
Sostituendo questi valori al posto di y^-^^ -j^ rispettivamente nel- 

l'eq."* dif.*' proposta, ed eguagliando a zero anzitutto, come fu detto, 
il coefficiente di x-, che è la potenza più alta di x, avremo Teq."*: 

— n (n — i) a^— 2 . « tf^+ « (w + i) tf„ = o, 

la quale adunque dovrà essere soddisfatta sen:(a che sia a^=0\ cioè 
dovrà essere 

— tiQi — i) — 2 « -|- » (« + i) = o, 

relazione che appunto ha luogo. 

Segue di qui che a^ rimane indeterminato, e potremo perciò 
assumere per semplicità a^= i. 

Distinguansi ora i due casi testé indicati, e sia dapprima n 
pari. 

Allora sarà 
P(x) =x' + a,x-'+ fl^x-* + . . . +a,_4X* + a,.,x^ + a., 
quindi : 
P' (x) = n x"-^ + (» — 2) a,x^'» + (« — 4)a^ x--'^ + • • • + 

+ 4a^.4x'+2a«.,x 
P"{x) = «(«_ i)x-' + (n — 2)(« — 3) a^x""' + . . . + 

+ 3.4a,.4X*+2^^_2, 
e sostituendo questi valori nell'espressione: 

(i — x^ . P" (x) — 2 X . P' (x) + « (» + i) . P (x) 
questa assumerà la forma: 

A^x^-' + ^^x-* + . . . + A^.,x'+ A.,,,x' + A^, 
ove: 

A=^ n (n+ i) a^ — 2 (« — 2) a^+ n Qi — i) — (« — 2) (« — 3)^^ 

<= « (« + ^ — 2 (w — 4)^4+ (" — 2) 0* — 3) ^ — 

-(« — 4)(w — 5)a^ 
ecc 
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A-4 = n(n + i) a^^t — 2.4 a^^^, + 5.6 a^^^ —3-4 ^-i 
4.-S = n (n + i) ^^_a _ 2 . 2 a,_, + 3 . 4 a^_4 — 2 a,_, 
^. = « (« + i) a« + 2 a,_„ 
ossia : -4^ = 2 (2 n— i)a^-^n(n— i) 

^^ = 4(2«— 3)a^ + (n — 2)(«— 3)fl, 

A_4 = (« — 4) (w + 5) ^«-i + 6.5 tìf„.e = 

= (n* + n — 20) a,.4 + 3^ ^-t 
^-a == (« — 2) (« + 3) a^_j + 4-3 ^-4 = 

= (w' + n — 6) fl,_2 + 12 a..4 

espressioni queste che sono comprese nell'unica generica: 

Ar = r(2n — r + i) a,+ (« — r + 2) (» — r + i) a,_,, (i) 
supposto che r sia un numero pari, compreso fra quelli 
2, 4, ...« — 2, «, e ritenuto a^= i. 

Si dovranno dunque stabilire le — equazioni: 

che racchiudono le — incognite a^ , a^ , . . . a« , rispetto alle quali sono 

lineari. La prima fra tali eq."* fornirà il valore di a^, e introdu- 
cendo questo nella seconda se ne dedurrà a^ ; la terza eq." può dare 
in simil guisa a^^ e cosi via dicendo, fin che l'ultima servirà alla 
determinazione di a„. 

La formola generale che fornisce a^ espresso con fl^_2 si de- 
duce dalla (i), ed è: 

r{2n — r+0 
per mezzo di essa si verrà a determinare completamente il polinomio 
P (x) = x" + ^, X-'' + . . . + ^^_, ^* + ^^ ., x^ + ^. , (3) 
il quale perciò viene a costituire un integrale particolare della pro- 
posta equazione nel caso di n pari. 
Sia ora n dispari, quindi: 
P{x)=^x- + a^x^-'+a^x''-' + . . . + a^^,x' + a^.^x' ^ a^.,x 
P'(x) = n X-' + (;/ ~ 2) a^x--' + (n - 4) a^x^-' + . . .;-f 

+ 5 ^«-5 ^* + 3 ^-8 x^ + fl,-, 
P'(x)^n{n-i)x-'- -f (;/ -2) («- 3) ^,^-* + . . . + 

+ 5 .4^«-o^'' + 3 .2a,_,.x. 
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Allora, sostituendo questi valori nell'espressione 
(i _ jc') .P" (x) — 2 jc. P' (x)+n(n + i) . P(x), 
ne nascerà un polinomio che potremo indicare con: 

i cui coefEcienti risultano formati come segue: 
A^ = n(n'\- i)a^— 2 (n — 2)a^-\-n(ji — i) — (n — 2)(«— 3)^^ 
^4 = w(n + i) a^— 2 (« — 4) fl^ + (w— 2) («— 3) a^ — 

— (^ — 4)(« — 5)^ 
ecc 

^«.5= » (» + • ^-5 — 2.5 ^-5 + 7 • 6^»-7 — 5 • 4 • ^-5 

^-8 = n (« -f i) . ^-8 — 2.3 flH_a +5-4 ^«-» — 3 • 2 • ^«-8 
^H-i = n (n + i) . fl„_i — 2 a^_, + 3.2 fl^_3, 
ossia : 

^^ = 2 (2 ;ì — i) ^3 + « (» — i) 

< = 4(2 « — 3) ^4 + (" — 2)(«— 3) ^. 



^-5 = (w — S) (» + 6) . a_5 + 6.7. a,_7 = 

= (n' + « — 30) a,.5 + 42 ^«..7 
^•-8 = (« — 3) (« + 4) • ^-8 + 4 • 5 • ^-5 = 

= («^ + » — 12) fl,.s + 20 a,«5 
^H_, = (« — i) (n + 2) . ^„_, + 2.3. fl,.8 « 

= («* + « — 2) fl,., + 6 a,„,. 

Tutte queste espressioni sono poi comprese nella formola 
precedente (i) già trovata pel caso di n pari, quando si supponga 
che r sia un numero pari, variabile da 2 ad « — i, e si ritenga 
qui pure a^z=.i. 

Perchè dunque P(x) soddisfaccia req."*dif.^' data, bisogna che 

siano verificate a parte le -* equazioni lineari fra le in- 
cognite a^, a^^...fl,.,, fl«_,: 

A^ = Q A^ = o,.,.A„^t = Oy ^,-, = 0, 
e, ricordando i valori ora ottenuti per A^ . . . A^^i , si scorge che 
la prima equazione ci darà quello di a^, la seconda in seguito 
quelle di a^ , la terza di conseguenza quello di a^ , e cosi via . . . 
fino a che si giungerà all'ultima che fornirà il valore di a^_, . In 
generale ar verrà espresso mediante a^«, a mezzo della stessa for- 
mola (2) precedentemente trovata, ritenuto che r varii qui da 2 ad 
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Il — I ; e per tal guisa riescirà completamente determinato il po- 
linomio 

P(x) = x- + a,:c-« + ^^x-* + ...+ . 

che sarà pertanto un integrale particolare della proposta eq ~ dif. *' 
nel caso di n dispari. 

Ottenuta cosi, sia per n pari che per n dispari, una soluzione 
particolare y^ = P{x) della equazione stessa, cioè dell'eq." dif.**; 



I — X ^ I — X 



sapremo facilmente dedurne un'altra soluzione particolare, diversa 
dalla precedente, che indicheremo coviy^\ e in base ai valori di 
>'ij Jz ^^ costruirà tosto l'integrale generale dell'equazione stessa. 
Si ricordi infatti la f or mola (S) 

J >■/ 

a suo luogo trovata (veggansi i cenni di richiamo suU' integrazione 
delle equazioni differenziali lineari : II.°), ed essendo presentemente : 

2x C ~ J^' ''' I 

X, = -j-— p, JX^(/x==log(i— A-'), e - i—x' ' 

si avrà nel caso dell' eq"* dif.** in discorso: 

ove P(x) sarà dato dalla (3) o dalla (4), a seconda che n è pari 
o dispari, nei modi indicati. 

La (5) mostra che y^ si potrà sempre esprimere in termini 
finiti della variabile, dipendendo esso dall' integrale d' una funzione 
algebrica e razionale. 

La soluzione generale cercata sarà 

y = Hy,-\-K.P(x), (6) 

essendo H t K due costanti arbitrarie. 



Esempii, 

Per «= I, la (4) diventa P{x)=x semplicemente, quindi 
la (5) fornisce: 

y, = x . -rz ir = -V h - log — ■ — , 
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, X , I +x 
j-=-i+-.log^-3^. 



Ne segue che sarà, per la (6): 

' '2 ^ I + X 

l'integrale completo dell'eq" dif.**: 

(l —X^).y' — 2X.y + 2}' = 0. 



Per n = 2, si ha dalla (3): 

J>(x) = x^ + ^,, 
e la (2) fornisce: 

I 



dunque, sostituendo: 



^-= — 
3 



P(x) = x' — -. 
^ ^ . 3 



Come secondo integrale particolare avremo quindi, appli- 
cando la (5): 



I 



Ora si ha 



c«--)('--j) ^jr- '--\ 'M 



r dx ^ -^ X 3 r Jx 

dunque, sostituendo e riducendo: 
r dx _ 9 I X f ^x ] _ 



9 ( 2 X , , X — I 

( 3 
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onde riescirà: 

X — I 



--|('--ì)Ì7^+'- 



' =-i.-|(.-l).lo,i^. 

Concluderemo che l'integrale completo dell' eq."* dif.** 
(i — X*) .y — 2xy +67 = 

è: y = 2Cx + C.(x^-'^.\og^^+K.{x^-'^. 

Per n = 3, si avrà dalla (4) : 

e la (2) ci porge quale valore di a^: 
onde un primo integrale particolare sarà 
Applicando in seguito la (5), si avrà: 

La ricerca di questo integrale non offre difficoltà: ammesso 
adunque di aver calcolato per tal guisa anche y^ , si avrebbe : 

y=Hy^^Kx{x*-^ 

come integrale completo dell' eq."* dif." 

(i — X*) ./' — 2x/ + I2y = . 

OsservuTiione, 
Il procedimento seguito per T integrazione della proposta 
eq." dif.'* (i — x')y' — 2 xy + n (« + i)>' = o 

vale egualmente ove si tratti di queste altre analoghe: 

{i —x^) .f + 2xy + n(n — i) .y^o \ 
{i+x').f^2xy-n(n+i).y^o , (8) 
(i +x').jy''— 2xy^n(w— 3).)f = o ) 

nelle quali tutte n rappresenta un numero intero e positivo. 
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Cioè, in tutti questi casi, un polinomio in x del grado n, 
contenente sole potenze pari, oppure dispari, secondo che n è pari 
o dispari, potrà soddisfare le medesime ; e siccome i suoi coefficienti 
verrebbero determinati da formole analoghe alla (2), esso polino- 
mio sarebbe da riguardare come un integrale particolare. Un'altra 
soluzione, pure particolare, verrebbe allora tosto fornita da una re- 
lazione analoga alla (5), e quindi sé ne dedurrebbe subito anche 
l'integrale generale. 

Cosi, per esempio, per « = i quelle tre eq.°* ammettono x 
per integrale particolare. Per w = 2, esse avrebbero ordinatamente 
per integrali le espressioni 

^'+1, x' + i, x'-i. 
Per n = 3 sarebbero soddisfatte da 

Per « = 4 avrebbersi ordinatamente quali soluzioni particolari 
e cosi via dicendo. 



Esercizio 31.° 
Integrare V equazione differenziale 

ove a e b sono due costanti. 



Per l'integrazione di quest'equazione si ponno seguire* varie 
vie. Mutando la variabile principale da x in ^, l'eq."* stessa diverrà : 

I57J \dy) 

quindi in luogo dell' eq.~ ^originaria considereremo quest'altra: 

d^'x dx 1 2 fdxV ^ V 

Ove si ponesse 



dx ^i 
dy V ^ 

G. ToMASELLi, Eserct\{ sulle equa^» di^eren^iali. i6 
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come venne indicato in h) esponendo i metodi d'integrazione per 
le eq.°* del 2.° ordine non contenenti la variabile principale x, la (i) 
si trasformerebbe in 

quale risulta direttamente facendo uso nella data eq.°' della egua- 
glianza 

^ dx dy ••'' 

poi considerando / come una nuova variabile v. L'ultima eq.°' 
scritta può porsi sotto la forma 

dv . 2a . , i . . 

j^^-jv + by.-^o, (2) 

che appartiene ad un noto tipo e si integrerebbe usando un'altra 

posizione : f * = 5, ove s è una nuova variabile. 

dx 
Anche la sostituzione -7- = :j applicata alla (i) condurrebbe 

ad un'eq.""* del tipo stesso cui appartiene la (2), e infatti avreb- 
besi cosi: 

ossia : 

dz 2 a 1 X r \ 

jy-y^-^y-^ =0 (3) 

per l'integrazione della quale è da usarsi l'ulteriore posizione: 

, i- = e.. 

Più semplice sarebbe però il seguente procedimento speciale : 
trasformare cioè la (i) a mezzo della relazione 

d X u 

d^~y' 
la quale fornisce derivando: 

d^ X i du u 

df y dy y ' 
sicché la (i) stessa diviene: 

5~— ^0+^^ + *"') = O' (4) 

che, posta sotto la forma 

I du I 

w(i + 2 a + J u^)' Ty'^y' 
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si presenta già colle variabili separate; onde, integrando una prima 
volta, si ha 

F(«) = log^. 

essendo C una costante arbitraria, e 

du 



'^'H^T 



+ 2 fl + J w") ' 



(5) 



Non rimarrebbe in allora che ad integrare Teq."' dif.'* del 
1° ordine 

4 -jf) ='"«£■ «'^ 

senonchè la calcolazione di F(ti) esige che si distinguano vari casi, 
e quindi in luogo dell'unica (6) si hanno poi varie eq."* da inte- 
grare, ciò che similmente viene a verificarsi anche per riguardo 
alle (2), (3) precedenti. Pertanto questi processi, benché non in- 
volgano alcuna difficoltà, riescono nel presente caso alquanto prolissi 
e quindi poco opportuni. 



Resta un'ultima via a tenersi, più semplice delle indicate, 
seguendo la quale, può integrarsi direttamente l' eq."* dif.** proposta. 

(7) 

(8) 



yy" 

Si ponga: 
cioè 


' + 


2ay* -f ^y^=0 


d'onde, differenziando: 




y'=yt, 



y"=yt + yt', 

ossia, in causa della precedente: 

Sostituendo questi valori nella (7), essa si trasforma in 

/ /* -f / r + 2ayU' + by' = o, 

che dà luogo all'eq."' dif.^' di i.° ordine fra le variabili x,t: 

r + b + (^i+2a)t^^o, (9) 

ma che può essere altresì soddisfatta da ^^ = o, eguaglianza che co- 
stituisce realmente una soluzione speciale della data eq.~ (7). 
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Nella (9) le variabili sono tosto separate, e integrando si ha : 

JT — r-7 N—2 + ^ + C = o, 

ove C è una costante arbitraria. 

Eseguendo l'integrazione indicata giungesi ai quattro risultati 
seguenti : 

i.^: se 1+2^ = 0, b^o: 

t + b(^x + C) = o, 

2.° : se I + 2 ^ J o, i = o : 



< 

I 



= x+C, 



(i + 2 a) . ^ 
3.°: se le quantità 1+2^, i sono dello stesso segno: 



I 11 +2^ ^ /i -h 2a , , ^ 

^-^-^^-X— .arcotang^Y— ^+^+C = o, 

4.° : se le quantità i + 2 ^, A sono di segno opposto : 

ed a questi possiamo aggiungere il seguente t -\- C = 0y dedotto 
direttamente dalla (9), pel caso che sia insieme 

1+2^^ = 0, b = 0. 

Ripongasi ora per t il suo valore -^ e ne nasceranno cosi le 

eq.'*' dif." di i.*' ordine che stiamo scrivendo. 

— In corrispondenza al caso speciale ultimamente accennato, 
si avrà: 

^'+C = o, 

y : 
che, integrata dà: 

log3^+CAr + D = o, 
cioè: 

oppure, cangiando le costanti: 

y^U.c^"". (io) 
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— Quando i-^2a = o, b^o, si ha l'eq." dif/' 

che fornisce: 

cioè 

y = D.e ' . (11) 

— Se invece è i+2aJo, i = o, è d' uopo integrare la 

(1+2^).^ = —!^, 

e l'integrale completo di questa sarà: 

(x + 2 a) . log| = log (x + C), 

ossia : 

f-^^-=Gx + L, (12) 

essendo G ed L altre costanti arbitrarie. 

— Per riguardo al caso 3.° testé considerato, poniamo per 
brevità 



/ 






qualunque sia il segno con cui vuoisi assumere questo radicale: 
avremo allora l'eq."' dif/" 

arco tang ^/> . ^ j = — lilf (x + C), 
cioè, liberando y\ involta in una espressione trascendente : 
^.i— a„g[l±if(« + C)]. - 
Le variabili sono qui pure separate: integrando si ha: 

log(iy^"-l<,gc<»[iÌH(. + C)], 
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d'onde: 



y + - =N.cosri-tli(;c+C)l, 



essendo N un'altra costante arbitraria. 

Oppure finalmente, denominando P la costante -^ — C, che 
ha un valore qualsiasi, e riponendo per p il suo valore, ottiensi: 
yiJfza^ 2V.C0S P + \/6(i +2fl).Ar . (13) 

A quest'ultimo risultato si può anche dare un altro aspetto 
ponendo 

poi mutando iV in — N, Si ha cosi la soluzione, generale quanto 
la (13) ora ottenuta: 

^i + ^a^ jV.senoTc + V^Ci + 2a).jcl. (14) 

— Da ultimo, venendo a considerare il caso 4.° ove i -\- 2 a 
e b sono di segno opposto, poniamo per brevità 



{■ 



— b 



1 -\- la ^ 

ove il radicale può qui pure essere assunto coli' uno o coli' altro 1 
segno indifferentemente: si avrà cosi l'eq."' dif/* di i.° ordine: 

e liberando ?, cioè il rapporto — : 

che, risolta algebricamente rispetto ad y\ fornisce: 

y I _|_^-2?(i+a«)(ar+ C) 

y^^' I _ ^-ay(7T^)"(x~+C) > 

e integrata dà: 

Allo scopo di calcolare quest' integrale, pongasi per un istante 
$ al posto dell'esponenziale che entra a comporlo, e sarà cosi: 
-2?(i + 2a)Gv + C) = log$, 
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quindi : 

dx ^ I I 

d^ 2 y (i + 2 a)'; ' 

L'integrale stesso perciò si trasfornìa in 

i+$ I 

2q- 



_i ri + 5 !.. 



ovvero : 

che vale: 

I , (;-iy 

onde ne nascerà l'equazione 

logX = __L_.iog^i^, 

^A 2 (14- 2 a) ^ \ ' 
ossia : 

oppure 

ove 5 è una nuova costante arbitraria. 

Estraendo la radice quadrata da ambo i membri, e notando 
che ^5 è ancora una costante, che si può indicare con D e che 
può avere un segno qualsiasi, avremo infine: 

Ripongasi finalmente per $ il suo valore, e l'integrale richie- 
sto sarà cosi 

-yi + aaj-_ £) L-,Ci+2a)(aj+C) ^+?(i +2a) («+ C)| 

al quale si può dare la forma più semplice: 

y+aa-_ /) ^ ^— 7(i+2a)C^j(i + 2a)a; ^ ^ ^+ j(i +2a). C ^f yO+aa)»^ 

oppure 

ove Ly M sono altre costanti arbitrarie, introdotte in luogo delle 
precedenti C, D. 

E se per q si ripone il suo valore, l' integrale stesso diviene 
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Esaminando i valori ottenuti per y, caso per caso, si scorge 
che tutte le soluzioni stesse possono dar luogo a quella y = quando 
si determinino opportunamente le costanti arbitrarie con cui sono 
formate; questo significa che y = o è un integrale particolare del- 
l' eq."' proposta, quello stesso integrale speciale che testé si ebbe ad 
incontrare. 

A conferma dei risultati ottenuti,, si può mostrare come la 
formola (13) sia deducibile dalla (15) mediante una opportuna tra- 
sformazione. Suppongasi nella (15) b ed i +2a di egual segno. 

Essa si presenta allora sotto forma complessa, e può scriversi 

oppure, usando delle formole d'Eulero: 
y + '-^(L + M).cos Uj(T+Taj . jc 1 + 

+ (L — M) . \J^^i . seno\^T(T+Ta) . xV 

y^-- = H.cos\p{i + 2 a) ,x\+ K .sQnol\Jb{i -hia) ,xV(^i6) 

ove H e K sono altre costanti. 

Ora, si può sempre supporre 

H=N.cosP, K = —N,senP, 

quando N q P sieno delle costanti opportune, e quindi arbitrarie 
esse stesse, poiché tali sono anche H t K\ sicché si avrà: 

•y' + 2« == AT . jcos P . cos n/ i? (i + 2 ^) . JC j — 

— sen P . sen \/T(7+Ta) • -^ ( , 

yi +2a ^ AT. cos \p -f- \jb(j +2 a) . A , 

che coincide colla (13), valevole appunto nell'ipotesi ora fatta. 

La (16) è dunque equivalente a questa stessa (13), benché 
abbia una forma alquanto diversa. 

Riassunto dei risultati ottenuti. 
Se I + 2 fl^ = o, b =0, cioè se trattasi dell' eq.*' dif.^' 

yy"-r = o. 



ossia 
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si ha come integrale completo di questa: 

y = H.e'^. 
Se 1 + 2^ = 0. è 2 0, cioè se trattasi dell' eq."" dif/' 

yy"-y'+bf = o, 

la soluzione generale è: 

y = D.e ' 

Se I + 2 a 5 0, A = o, r eq."* dif/* in questione è 
yy' + 2^/^=0, 
•e il suo integrale completo è: 

Se le quantità i -}- 2 a,b sono dello stesso segno, l'eq."* dif.'' 

riesce 

yy"'\-2 ay^ + hy^ = o, 

come appunto venne data, e il suo integrale generale è: 

y'+^'^=N,cos\? + >{b{i +2^).x1, 
oppure: 

yx^ia ^ AT. seno j 2 + \/*(i +2a) . x [, 
od anche 
jy« + » « = i/ . cos \jb{i + 2a) . X H- jfiT . seno ^ è (i + 2 a) . x . 

Se finalmente le quantità 1 + 2a,b sono di segno contrario, 
l'eq."* dif/' suindicata ha per soluzione generale la seguente: 



Il presente esercizio porge la soluzione del seguente problema 
geometrico: cercare V equa:(ione fra coordinate polari d'una linea la 
cui curvatura sia costantetìunte nulla. 

Infatti, se r, 6 sono le coordinate polari d'un punto, fra le 
quali si suppone esistere una relazione rappresentante appunto una 
certa linea piana, è noto essere la curvatura di questa linea, in un 
suo punto qualunque (r, 6), espressa dalla formola 



. , (dr\ d'r 
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sicché nel presente caso dovrà essere costantemente 
d'r fdrV , 

'■d¥-'(d^j-'=°- 

È manifesto dunque che questa eq." dif.'* della curva non è 
che un caso particolare di quella dianzi considerata, supposto cioè 
a— — I, è = — I. Applicando perciò una delle formole trovate, 
corrispondentemente al caso in cui i -^ 2 a e b sono entrambi dello 
stesso segno (anzi i + 2 fl = — i, b = — i), si avrà come integrale 
della eq." ora scritta, quindi come eq."*" in termini finiti della linea 
cercata : 

i = i/.cos8+/r.sene, 
r 

ovvero : 

i/.rcosO + ii:.rsenO== i, 

che rappresenta, come era da attendersi, una retta qualsivoglia. 

Esercizio 32.° 
(Boote, pag. 269). 

Trovare una curva piana tale che, il raggio di curvatura in 
un suo punto qualunque stia al cubo della corrispondente normale, 
terminata neir asse delle x, in un rapporto costante m. 



La curva cercata sia riferita a una coppia di assi ortogonali. 
Nel punto di coordinate x^y, che le appartiene, è notoria- 
mente: 

, .hML 

dx"" 
il raggio di curvatura, 



±y 



Mi 



il segmento di normale avente i suoi estremi nel punto stesso e nel 
punto di intersezione della normale alla curva coli' asse delle jc. 

Si dovrà avere adunque, per la condizione espressa nel pro- 
blema : 

.ii±pi=„.,.[yrr7(i']', 

dx' 

Digitized by VjOOQIC 



del 2.' ordine o d'ordine superiore, 251 



ossia : 



ove evidentemente deve esser mantenuto si il segno superiore che 
l'inferiore: e, con questa convenzione, è la (i) Teq."' dif/' della 
linea cercata. 

dy 
Per effettuarne l'integrazione basta moltiplicare la (i) per -p-, 

poiché essa si presenta in allora sotto la forma: 

niyKyy'=. ±y (2) 

che potrebbe riguardarsi come un caso particolare dell' eq.°* gene- 
rale a suo luogo considerata [veggansi i noti cenni: b\ eq."* (3)]: 

Dividendo quindi la (2) per y, allo scopo di avere da una 
parte una espressione contenente soltanto y' e y'\ dall' altra una 
espressione nella quale si contengano solo y e y, sì ha: 

myy^= ±^./, 

ed integrando ottiensi: 

.jy.dy'=±\§-\-j^dyì, 
my^=±(c-^), (3) 

ove C è una costante arbitraria. A questo medesimo risultato si 
sarebbe egualmente giunti trasformando l'eq." originaria (i) a 
mezzo della relazione: 

^_dy__dy_ , 

dx'~ dx~ dy^* 
poi integrando la 

^^='^y-y-Ty 

che cosi ne nasce, e che involge le variabili jy /. Notisi poi che 
i procedimenti qui seguiti valgono anche nel caso più generale 
d'una eq.°* dif.*' della forma 

d'y r ^ 



m 
ossia : 



La (3) può scriversi: 

\d X) nty 
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[dy]--^ Cf—i ' 



la quale dà luogo alle equazioni seguenti, quando si estragga la 
radice quadrata da ambo i membri tanto pel caso in cui si assuma 
il segno superiore come per quello in cui si assuma l'inferiore, e 
ritenendo m positivo: 

dx , .,— y àx , ,-- y 

dy slCy'—i ày ^ \Ji — Cy' 

Integrandole a parte si ha dunque: 

ovvero : 

A queste relazioni è lecito sostituire quelle che se ne otten- 
gono col quadrare ambi i membri, cioè: 

mC/ — C\{x + Dy = m, m C/ + C (x + Ey = m. (4) 

Ognuna di queste costituisce una soluzione completa (poiché 
contiene due costanti arbitrarie) dell' eq."* dif.^' (i). Il suo integrale 
più generale risulterebbe però formato nel modo che segue me- 
diante le (4), ponendo la costante D in luogo di £, ciò che nulla 
toglie alla generalità: 

L Cy' — C'(ix + Dy — tn\ \m C/ + C * (x + D)^ - ;nl = o , 

ossia tale integrale sarebbe: 

m\ (C/ - i)'— C\ (x + Dy =: o, 

la cui esattezza si può dimostrare differenziando quest'eq." due 
volte di seguilo, poi eliminando C e Z) fra queste e la precedente. 
Infatti, il risultato cui si perviene dietro tali operazioni, è: 

m^y y"^—\ =0, 
ossia 

(^y >' — (^y y' + 0=0. 

che è appunto l'eq.°* dif.^" di secondo ordine che si ottiene com- 
binando insieme k due (i) da cui siamo partiti. 

È per altro cosa più opportuna tener separate le eq."' dif."(i) 
qui richiamate, i cui integrali completi sono appunto le (4), una 
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per ciascun segno: e sì può cosi concludere che una linea di 2.^ 
ordine rappresentata dall'una o dall'altra delle (4) è tale da sod- 
disfare al requisito imposto dal presente problema. 

Una curva siffatta ha centro, come è manifesto, e può essere, 
come caso particolare, una circonferenza, ma non può degenerare 
in due rette. Il centro si troverà in un punto preso ad arbitrio sul- 
l'asse delle Xy e gli assi saranno diretti: l'uno a seconda dell'asse 
ora indicato, l'altro perpendicolarmente allo stesso; quanto alla gran- 
dezza dei semiassi, questa è arbitraria; essi sono tuttavia legati fra 
di loro da una certa relazione. 

Per dimostrare l'esistenza di quest'ultima e insieme le altre 
proprietà qui asserite, giova fare una trasformazione dì coordinate, 
assumendo una nuova coppia di assi, delle X, F, paralleli ai primi- 
tivi, la cui origine sia un punto preso ad arbitrio suU' asse delle x. 
Le formole di trasformazione potranno cosi essere le seguenti: 

x = -D + X, y=^Y I x = -E+X, ^=7, 

e, facendone uso opportunamente, le (4) diverranno cosi: 

— — .X'+CY'=i, ^.X'+CY'=i, 

m m 

che provano già il nostro asserto. 

Si osservi ora di più che: la prima di queste eq."* esige che 
sia C positivo, tale essendo anche m. Posto dunque 



nella medesima, e 



+^ 






nella seconda, per la quale non sussiste quella restrizione, la nostra 
curva sarà rappresentata dall'una o dall' akra delle eq."* 

mkr k mìa k ' 

onde si può concludere: che la linea richiesta dal problema, rife- 
rita ai nuovi assi usati, è: 

^''^"" ■S-^ + 'F^^' (^> 

oppure: 

l'iperbole i^_^= ± x, (6) 

essendo k una costante arbitraria. 
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In quest'ultimo caso l'iperbole può avere l'asse reale diretto 
secondo l'asse delle x, oppure perpendicolarmente ad esso. 

Quando fosse k^==— l'iperbole sarebbe equilatera, e ove si 

trattasse d'una curva chiusa, questa sarebbe la circonferenza di raggio 

-j=-, risultato questo la cui esattezza è tosto verificata in base alla 

semplice considerazione geometrica. 



Il problema ammette un'altra soluzione che nasce dall' osser- 
vare come C nelle (4) non possa esser supposto eguale a zero. 
Risalendo in allora all' eq.°' dif.'* 

[dxj mf ' 

questa diviene in tale ipotesi: 

\dx) +f»/' 

dove evidentemente il segno superiore va rifiutato. In tale caso 
speciale si avrà dunque l'eq.": 



ax .— ax .,— 



che si scinde in 

dx ,,— dx 

Si ha quindi, integrando 

x + H=^mX, x + H=-\lmX, 

colle quali eguaglianze si verrà a comporre l'integrale generale se- 
guente dell' eq."' dianzi scritta: 

(.+«-i5,.)(.+K+s!i,.)=„. 

ossia : 

mf = 4.ix + Hy. (7) 

Questo risultato costituisce adunque un integrale panicolare 
della eq.**' dif.*' originaria 

m^/.y"-i=o, 
ed è facile verificare come realmente vi soddisfaccia. 
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La curva rappresentata dalla (7) è il complesso di due para- 
bole di 2.° ordine aventi per asse comune Tasse delle x, opposta- 
mente dirette e tangenti l'una all'altra nei vertici, la cui ascissa co- 
mune è la costante arbitraria — H, 

È rimarchevole che questa linea (7) è l'inviluppo delle iper- 
boli rappresentate dalla prima delle eq."* (4) quando C varia e D 
si consideri come costante. Tale inviluppo nasce infatti dalla elimi- 
nazione di C fra le 

m Cf~ C (jc + Dy = ;w, my\— 2 C(x + D^ = 0, 
e il risultato cui si perviene per questa via è appunto, la (7) anzi- 
detta. Cercando analogamente l'inviluppo delle elissi o delle iper- 
boli rappresentate dalla seconda delle (4) si giungerebbe a una 
curva la cui eq."' è 

curva che è, ad evidenza, imaginaria per essere w positivo per ipo- 
tesi. Tale ultimo inviluppo adunque non esiste e T indagine prece- 
dente non ci ha infatti condotti a un tale risultato, come integrale 
particolare dell'originaria nostra eq.°" dif.'*. 



Esercizio 33.*^ 

Trovare una linea tale che: la distanza di un suo punto 
qualunque M dal punto di intersezione della normale in esso con 
una data retta, sia eguale al raggio di curvatura della linea nel punto 
M stesso. 



Assumeremo per semplicità la 
retta data come asse delle y. V altro 
asse, delle Xy sia una retta condotta 
arbitrariamente ad angolo retto con 
quella. 

Se Xy y sono le coordinate del 
punto M della linea cercata, quelle del 
punto N" di incontro della rispettiva 
normale con Oy (retta data) sono 

espresse da o, — f -^ . 
Perciò si ha 




=«'+(^-.)"-«-+f-. 



•»g- 5»- 



1+/ 
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e quindi: 



MN=±'^.\li-{-y\ 

Essendo il raggio di curvatura dato per mezzo della fonnola 

avremo, coli' eguagliare i valori assoluti di p e di M JV, V equazione 
differenziale 

ossia : 

x.y'=±y.(i+y'), (i> 

della curva cercata. 

Quest'eq."* si scinde nelle due: 

Ognuna delle quali esprime la proprietà indicata nel problema in 
questione; ma questa proprietà viene a verificarsi per le linee che 
vi corrispondono in modi diversi. Infatti: la curva rappresentata 
differenzialmente dalla prima delle (2) è tale che il punto JV è il 
centro di curvatura corrispondente al punto M, sicché Tasse della 
y (retta data) sarebbe il luogo dei centri di curvatura della linea 
stessa. Invece per l'altra curva, la cui eq."* dif.'* è la seconda delle 
(2), il centro di curvatura corrispondente al punto M non è N, 
sibbene esso giace sul prolungamento della NM ad una distanza 
da M eguale ad M N, (come dovea essere per dato). Vale a dire: 
in questo secondo caso T asse delle y è il luogo del punto simme- 
trico del centro di curvatura della curva, per rispetto al punto Af 
della medesima. 

Ciò risulta dalla seguente considerazione. 

Se la curva di cui si tratta è concava rispetto all' asse* delle y^ 
si ha in ogni suo punto, come è noto : 

d'x ^ 

e quand'essa fosse convessa, si avrebbe 

Mutando variabile, ciò equivale a dire, che: nella prima ipo- 
tesi si ha costantemente 
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nella seconda ipotesi: 
ossia: nel 1° caso si ha: 
nel secondo caso invece 



xy'> 
jr>o; 



xy' . 

ir<o. 



Se dunque la linea, di cui si tratta, ha per eq." dif.'" la prima 
ovvero la seconda delle (2), concluderemo essere questa linea or- 
dinatamente concava ovvero convessa; infatti, per riguardo alla prima 

xy" [ . X y" \ 

delle (2) il segno di —4- (che è pure quello di — 4-j è il segno 

medesimo di i -\~y'^, cioè positivo, mentre per riguardo alla seconda 

xy" 
delle (2) il segno di —4— è, come è chiaro, opposto al precedente, 

cioè negativo. 

Ora, il centro di curvatura d'una linea piana, corrispondente 
a un punto qualsiasi di questa, giace sempre dalla parte della con- 
cavità, epperò è chiaro che nella prima di quelle ipotesi il centro 
di curvatura dovrà portarsi sulla normale nel punto M nella di- 
rezione M verso iS/, mentre nella seconda ipotesi esso centro andrà 
portato sul prolungamento della normale stessa iVM: e questo fatto,, 
riunito alla proprietà che ha luogo giusta V enunciato del problema 
ci fa concludere, come fu dianzi asserito, che: corrispondentemente 
alla prima delle eq."* (2) la curva è tale che il centro di curv^atura 
pel punto M è il punto N, mentre in corrispondenza alla seconda 
delle eq.°* stesse il centro di curvatura pel punto M è il simme- 
trico di N rispetto al punto M medesimo. 

A questi risultati si può giungere in modo assai semplice te- 
nendo la via che segue. 

Si rammentino le formole 

che forniscono le coordinate a, h del centro di curvatura d'una li- 
nea piana in corrispondenza al punto {x,y) di questa. 

La condizione imposta dal problema per la curva cercata, può 
essere adempiuta in due modi. In un primo modo basta che il centro 
di curvatura della linea per ogni suo punto giaccia sull'asse delle y^ 

e. ToMASELLi, Esercì;} sulle equa^. dijeren^ìali. 17 
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e quindi basta che sia costantemente ^ = 0. A una tal curva com- 
pete dunque l'eq."' dif.^' 

che coincide, come dovea essere^ colla prima delle eq."* (2) più 
sopra trovate. In un secondo modo si può adempiere al ricordato 
requisito, supponendo che: per ogni punto M della linea, il punto 
simmetrico, rispetto a quest'ultimo, del corrispondente centro di 
curvatura, giaccia sull'asse delle y. Ora, se si indicano con x^y y^ 
le coordinate di questo punto simmetrico del centro di curvatura, 
tsst sarebbero in generale determinate per mezzo delle relazioni. 

2 ' - 2 ' 

giacché il punto M deve essere il punto di mezzo della retta che 
congiunge il punto (a, i) (centro di curvatura) col pùnto (x^^y^) 
(suo simmetrico): onde si avrebbe in generale: 
x^^2x — ay y^=2y — b. 

Nel presente caso, dovendo essere costantemente x^ = 0, sì 
avrà dunque l'eq."* 

2x — a = 0y 

cioè, ponendo per a il suo valore, si avrà come eq."* dif.^* della curva: 

la quale coincide appunto colla seconda delle (2). 

L'integrazione di queste eq."', che non contengono la va- 
riabile dipendente ed appartengono quindi al tipo a), è assai sem- 
plice. 

Ponendo per un istante ^' = ^ nuova variabile, le (2) ponno 
scriversi : 

t;^ i^ t;! . I 

e queste, integrate, danno: 

essendo A e B due costanti arbitrarie; ossia: 

log .,— i— r =l°gT' ^°g |/ ^ » +log4- = o. 
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A queste relazioni si ponno sostituire le seguenti : 

o, riponendo per :;; il suo valore y\ e riducendo a forma intera: 
Ay'=x.Sli-\-y\ xy = B.\Ji+y\ 

Poiché A e B hanno segni qualsivogliano, si ponno quadrare 
<}ueste eq.°* senza accrescerne la generalità, quindi si avranno le: 
(A'-x^).y-^ = x\ (x^-B').y^ = B\ (3) 

che si scindono in: 



Di qui, integrando, si ha ordinatamente: 

y—r. = -( —"^ d^ y — D=±B.(-=M=, 
^ ^J^A'-x' ^ J\jx'-B'' 

ossia : 

y-C=^^lr~7, y-D = B.\og{x±\j'7~W), (4) 

ove C e D sono altre costanti. 

Alla seconda delle relazioni (4) si può anche sostituire que- • 
st' altra 

X ± \Jx' — B' = e \ 
ossia : 

± \Jx' — B' = e ^ —X, (5) 

e quadrando quest'ultima, nonché la prima delle (4), si avranno 
le equazioni 

y— D y— D 



{y—Cy = A' — x\ —B'^'e "" —ix.e ^ (6) 

che debbono venir considerate come soluzioni generali delle (3). 

A questi risultati medesimi si giunge anche, come dovea es- 
sere, componendo colla prima delle (4), e colla (5), le acc-ennate 
soluzioni generali secondo la regola ordinaria, cioè scrivendo ordi- 
natamente le: 



{y—C-{->ÌA'—x'){y-^C—\lA' — x') = o 



y-^ y-o 



{e "^ —x — \ìx'—B'){e ^ — x + ^x' — B') = 0, 
che, sviluppate, danno luogo appunto alle (6). 
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La seconda di queste, risolta rispetto ad x, porge: 

i-D 



V — D \ — D 



e siccome può porsi: 

— .Blog a 

' cosi l'eq."' stessa può scriversi: 

gr-^b-D-BXoiB) _ J-(v_i)-Jlogfl), 

o infine, poiché D + B , log B è essa stessa una costante arbitrarij 
che possiamo indicare con //, si avrà più semplicemente: 

'-H y-H 



«=fr+''^]- 



Concluderemo adunque che: sotto la forma più semplice, gli 
integrali generali delle (3), e quindi anche delle eq." dif." origi- 
narie (2), sono ordinatamente i seguenti : 

y-H y-H 

x^Jr{y-Cy = A\ x = f.[. '+." '], (7) 

nelle quali A e C, B ed H sono costanti arbitrarie. 

Questi risultati ci dicono, che: le linee cercate sono circon- 
ferefi;^e di raggio arbitrario aventi i centri in punti qualsivogliano 
dell' asse delle y (retta data),' oppure catenarie comuni, per ognuna 
delle quali Tasse e una parallela alTassc delle x, condotta ad una 
distanza arbitraria H da questo, e la distanza del rispettivo vertice 
dalTasse delle y è pure arbitraria (essa è =5). 

Per una qualunque di tali catenarie l'asse delle y è dunque 
il luogo geometrico del punto simmetrico del centro di curvatura 
per rispetto al punto che si considera sulla curva. 

Quanto alle anzidette circonferenze, per una qualunque d' esse 
il centro di curvatura occupa una posizione invariabile sulT asse delle 
y, quella appunto del centro di tal cerchio. Nel modo con cui fu 
enunciato il problema proposto per riguardo a questo primo caso. 
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Tasse delle y dovea risultare il luogo dei centri di curvatura della 
linea, ma appena si rifletta che ciò implicherebbe dover essere T e- 
voluta della linea richiesta una retta (l'asse delle >' stesso), si com- 
prende che una soluzione in questo preciso senso non poteva darsi, 
e che perciò dovea il centro di curvatura occupare una posizione 
invariabile per ogni punto della curva, il che significa senz'altro che 
<juesta doveva riescire una circonferenza col centro sopra Oy. 



Nella trattazione di questo problema sembrano presentarsi al- 
cune altre soluzioni speciali, oltre alle generali ora trovate. Venne 
infatti tacitamente escluso che la costante B potesse esser nulla. Ove 
si faccia tale ipotesi, la (7) non vale, e ritornando alla seconda 
delle (3), avrebbesi y' = o, cioè y = k costante. Questo è effettiva- 
mente un integrale tanto delT una che dell' altra delle eq.°' dif." (2) 
di 2.° ordine, e per riguardo alla prima di queste, può esso otte- 
nersi dalla prima delle (3) supponendo A = (X>y oppure anche dalla 
corrispondente equazione (7) stessa col porre C = A — k e fare 
in seguito ^ = cx). Ma è facile vedere che il problema non è per 
tal guisa soddisfatto; cioè la linea non può in niun caso essere una 
retta parallela all'asse delle x. Il risultato ottenuto cade qui in di- 
fetto perchè M N diviene infinitamente grande, ipotesi questa taci- 
tamente rifiutata. 

— Alle eq.°* dif." (3) di 2.° grado competono inoltre le solu- 
zioni singolari x = ± A, x = ± B, che ponno venir dedotte, nei 
modi conosciuti, sia dalle (3) stesse che dalle (7). Ma se tali so- 
luzioni soddisfanno veramente le (3), altrettanto non avviene per 
riguardo alle (2), come si può riconoscere mutando in queste la 
variabile indipendente da - x ad y, ciò che viene a trasformarle nelle 
seguenti : 

e infatti una retta parallela all'asse delle y non può certamente 
godere della proprietà richiesta dal problema in questione. Tale 
anomalia si spiega, osservando che: le predette soluzioni soddi- 
sfanno bensì alle (3) (e quindi alle eq."* che se ne ottengono me- 
diante differenziazione), ma quando vengano poste sotto la forma : 

ora, le equazioni ottenute da queste, derivandole rispetto ad ^, non 
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coincidono precisamente coli' una o coli' altra delle (8), onde non 
ne viene la conseguenza necessaria che quelle soluzioni verifichino 
anche le (8) e quindi le (2). Cosi, per esempio, dalla prima delle 
(9) si ricava: 

dx( d'x. . (dxVì 



m- 



Un' analoga considerazione può ripetersi a proposito dell' eser- 
cizio precedente. Tanto Tuna che l'altra delle eq." dif." di 2.° 'grado 
ivi incontrate: 

+ Cf-_i 

ammette la soluzione singolare _y* = - , ma questa non soddisfa al- 
cuna delle corrispondenti eq.°^ originarie (i) del secondo ordine. 
Qui per altro il difetto non sta nel mutamento della variabile, che 
non fu necessario, bensì nel fatto, che: per integrare la (i) si fece 
uso dell'artificio consistente nella moltiplicazione dell' eq." per /, 

il quale fattore è appunto eguale a zero nell' ipotesi _y' == ^ , talché 

questo valore di y soddisfa l'eq." àiV' che si ottiene derivando la 
suddetta 

mentre non soddisfa la (i). 

Esercizio 34.° 

Trovare una linea piana per ogni punto della quale abbia 

luogo la proprietà che : la projezione 
del raggio di curvatura sul raggio 
vettore sia costante. 




La curva sia riferita ad una 

coppia d' assi ortogonali, e sia M un 

-^^ suo punto qualsivoglia di coordinate 

^'^' ^^' x,y, MP la projezione sopra il raggio 

vettore appartenente a questo punto del raggio di curvatura MC=^ 

della linea medesima in M, Per dato si deve adunque avere: 

p . cos co = /, (i) 
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essendo / una costante e w l'angolo del raggio vettore colla nor- 
male alla linea in M. 

Siccome i coseni di direzione della retta M sono propor- 
zionali alle coordinate at, y stesse, e quelli della normale M C sono 
proporzionali alle quantità y, — i, si ha: 

xy'—y 
cos (0 = ± - 1 — --^ , 

e ricordando che: 

^ ~ y 

la (i) si trasforma in 

f-^x^ + f 
ove il doppio segno deve essere mantenuto ed / può ritenersi posi- 
tivo. La (2) esprime analiticamente la proprietà geometrica che deve 
aver luogo per ogni punto della linea cercata; essa ne è l'eq.°' dif.*', 
e alla medesima si può pervenire anche seguendo quest'altra via. 
Il punto P, piede della perpendicolare condotta dal centro di 
curvatura C, corrispondente ad A/, sopra il raggio vettore M, 
viene determinato dalla simultanea sussistenza delle due equazioni 

^=.-, Y—b = — -,iX—d), 
X y y ^ ^ 

ove con a e è si indichino le coordinate del centro C di curvatura, 
e con X, Y le coordinate correnti di queste due rette M^ C P. 

Si ricavano cosi i seguenti valori di X, 7, coordinate del punto 
P suddetto: 

Y _ x(^ax + by) y __ y(ax + by) 

^' + / ' x' + f ' 

e quindi si avrà, indicando con S la distanza dei punti M q P: 

8^=(x-xy+(iY-yy== 

^x(ax-\-by)-x(x^ + /)J-]-^y(ax-\.by)-y(x^+f)J 

ossia : 

(x^ + f)\x(x-a-)+y(y-b)] 

^x(ix-a)+y(iy-b)J 

= ^r + f ■ 
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Basta ora richiamare i valori di tìf, b, o meglio quelli di jr — a, 
y — by e siccome si ha 

cosi se ne deduce: 

I -I- \'^ 
X (x — ^) + j iy — b) = (xy — >') 



y 

quindi, sostituendo nella precedente relazione, dopo aver estratta la 
radice quadrata da ambo i- membri, ottiensi : 

Eguagliando ora S ad una costante, onde si verifichi per ogni 
punto della curva la proprietà richiesta, si ricade; nell' equazione (2). 

Per maggiore semplicità si ponga inoltre ± / = X, ove X è 
una costante, che può essere tanto positiva guanto negativa, e alla 
(2) stessa si potrà cosi sostituire l'eq."* dif.^* unica 



x.^.v'+/.>'"=(-^-r-)')-(i+n- (3) 

Questa presenta qualche difficoltà ad essere integrata sotto 
questa forma. Giova trasformarla introducendo due nuove variabili 
r, 6, legate colle precedenti mediante le relazioni 

X =^r cos 6, y = r sen 6, (4) 

e assumendo 6 come variabile principale. Saranno quindi r e 6 le 
-coordinate polari d' un punto qualunque della curva. 

Ora, dalle (4) si deduce, clome in altra circostanza: 

,_dy_ rcose+^.sene 
^ ~dx~ ^ , dr 



r sen 8 + -r^ . cos I 
a 8 



, , (dry d'r 

^' '^x'~ ( f.,dr .\ ' 

I — r sen 6 + jg- cos j 



e, sostituendo questi valori nella (3), insieme a quelli di x,y dati 
dalle (4), ottiensi: 
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la quale è più semplice della precedente perchè non contiene espli- 
citamente la variabile 6. 

Questa stessa equazione può ottenersi anche direttamente espri- 
mendo, coir uso delle coordinate polari, la proprietà che spetta alla 
curva in questione. Infatti si ha, come è noto: 

I dr 
-e quindi: 



COS(0 = 



Rammentando inoltre che: 



i=± 



. , (dry d'r ' 

'■^'[dHl-'d¥ 



la relazione (i) originaria dà luogo appunto alla (5) cui si per- 
venne in seguito alla fatta trasformazione. 
Per integrare tale eq.°* dif.'% ossia la 

^r.^ + (r-..).(^J+r'(r-X)=^o, (6) 

secondo una nota regola basta mutare la variabile principale da ft 
in r, oppure far uso della eguaglianza 

£_r_d/_ _dr;_ , 
dB'" dh '" dr •'"' 

indicando per brevità con r' il coefficiente differenziale jr- . Seguendo 

questa seconda via la (6) diviene: 

lrr.^ + (r — 2X).r" + r' (r — X) = o, 

che è un'eq." dif.*' del i.° ordine fra le variabili r^r' la quale può 
anche scriversi: 

dr' r — 2X,,i. ..I ^^ 

77 + -l^.r + ^r(r-X).- = o (7) 

'cd appartiene per conseguenza ad un noto tipo. 
Pongasi ora 
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ove / è una nuova variabile, funzione di r da determinarsi, e quindi: 

. dr' dt 
dr dr 

La (7), moltiplicata per 2 r', si trasforma così in : 

dt . r — 2X^,2, .V ,0. 

-+2^^t + ^rir-l)==0, (8) 

che è lineare e del i.° ordine fra le variabili r, /; e la corrispon- 
dente ridotta ha per integrale completo: 

log^ + ^r — 4logr = o, 
od anche: 

o infine 

2 

t^Hr\e'^\ 
Facendo ora variare la costante Hy avremo 

dr dr \ ^ ^ 

onde, sostituendo questi valori nella (8), rimane : 

dHi l — r T' 
dr~\ r' '' ' 
che fornisce: 

Ora, integrando per parti, si ha: 

pertanto, per la sostituzione di questo valore, riesce semplicemente: 

2 

H==k — \e'\ 
r 

ove h è una costante arbitraria. 

Ricordando là posizione 

2 

t = H,r^.r^\ 
si avrà dopo ciò: 



t = k,r\e ^ - 



Digitized by 



Google 



del 2f ordine o d'ordine superiore, 267 

quale integrale completo della (8); quindi risalendo alla (7), sarà 

r'=r'\kr\e''''^—i\ 

l'integrale di quest'ultima, come è facile di verificare. 
Ci resta a considerare l'equazione 



che dà luogo alle seguenti: 
df 



dB __^_i 



'\jkr\e-^'-i' 



d'onde, integrando e indicando con r^ una costante arbitraria, si 
ricavano le corrispondenti: 



± fi . ^ dr. 



e siccome è evidente che la costante k non può essere negativa, 
per la realità del radicale, posto k =j^ ^ potremo sostituire a que- 
st'ultima formola la seguente: 

0= ± e. r^. , ' dr. (IO) 



■■fi., ' dr 



^0 

Rimarrebbe ora a compiere la quadratura qui indicata, per poi 
formare colle due soluzioni cosi risultanti la soluzione generale della 
(9), e quindi dell'originaria eq."' dif.'* (6) di secondo ordine. 

Ma tale quadratura sembra ineseguibile in termini finiti, ep- 
però bisognerebbe ricorrere ad uno sviluppo in serie della funzione 
di r contenuta sotto il segno di integrazione, serie di cui ogni ter- 
mine si integrerebbe a parte. Otterrebbesi così un risultato della 
forma 

e=±C.ja + Pr + Y^+«'-'+--{^, 

ove i coefficienti a, P, y, S . . . della nuova serie sarebbero espressi 
mediante X e C. Ognuna delle eq."* cosi ottenute rappresenterebbe 
una famiglia di linee godenti della voluta proprietà, e si scorge che 
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le due cune corrispondenti ad uno stesso valore di C e di r^, e ad 
ambi i segni di quest' ultima formola, sono simmetriche rispetto al- 
l' asse polare, cioè rispeuo all'asse delle a, siccome era da attendersL 
Un modo che potrebbe seguirsi per effettuare quella integra- 
zione per serie, sarebbe quello di scrivere in luogo dell'integrale 
contenuto nella (io) il seguente: 



[ 



I 

7 I 



\,-c:y- 



ossia : 



indi sviluppare la potenza frazionaria del binomio qui contenuto 
secondo la formola del Binomio, facendo uso cioè della serie: 
I 
(i-0"'''»i+^^+f^'+/gr+ecc. 

Non rimarrebbe cosi che ad integrare un complesso di ter- 
mini, della forma 

ove m è una costante (variabile da termine a termine), ed n è un 
numero intero e positivo qualsivoglia. Tali integrali si farebbero 
adunque tutti dipendere da un unico, del tipo: 

dr, 



r 



r 
che facilmente si ottiene per serie 



La (io) costituisce, tanto assumendo l'uno che l'altro dei 
due segni, un integrale generale della (6), poiché contiene le due 
costanti arbitrarie C, r„. La sua esattezza può verificarsi osser\'ando 
come dalla (io) stessa si traggano le relazioni: 



dr~ ~ 



^ r\e ' —C 
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e come questi valori di -t— , -5— j- soddisfacciano la eq.°* dif.'* 

che non è altro che la trasformata della (6) suddetta, quando si 
muti la variabile indipendente. 

Se poi si osserva che la (9) ammette anche una soluzione 
singolare r = o (che per altro, come equazione di linea, deve qui 
essere rifiutata), oppure 






kr^ .e — 1=0, 
cioè in sostanza la soluzione: 

r = costante, 

apparirebbe avere altresì la (6) un integrale singolare di questa na- 
tura. Si vede tosto però come con tale supposizione non si soddisfaccia 
la (6) medesima, tranne nel caso speciale in cui la costante sia eguale 
a X. Anche qui trova spiegazione questo contrasto di risultati in 
un difetto del metodo tenuto per la integrazione della equazione 
originaria (6), quando sia r costante e quindi / = o ; infatti, in se- 
guito alla trasformazione eseguita in base alla -jj-i = -1— . r, venne 

assunta r come variabile indipendente, ipotesi che è attualmente 
assurda. Come fu osservato, la detta (6) ammette però la solu:(ione 
singolare r = 'k. A questa corrisponde geometricamente la circon- 
ferenza di raggio \ ossia /, col centro nell'origine degli assi. In- 
fatti è chiaro che questa linea risponde essa pure al requisito im- 
posto dall'esercizio trattato. 

Esercizio 35.° 

(Tesi proposta a Grenoble). 

Trovare una curva piana tale che, se da un punto fisso preso 
nel suo piano si conducono i raggi vettori ai suoi vari punti, il 
luogo della projezione del centro di curvatura sul raggio vettore 
corrispondente sia una curva simmetrica della richiesta per rispetto 
a quel punto fisso. 



Per semplicità assumasi il punto fisso come origine di una 
coppia d'assi ortogonali, ai quali si riferirà la linea in questione. 



Digitized by 



Google 



270 



Eserciti riferibili ad equazioni differen::^iaìi 



Se M è un punto qualunque di questa, si troverà sul prolunga- 
mento del rispettivo raggio vettore O M il punto P, projezione 
5ul raggio medesimo del centro di curvatura C che corrisponde 
ad M; inoltre la distanza del punto P stesso dall'origine deve es- 
sere eguale a quella del punto M dall'origine medesima. 

Questa condizione sarà adem- 




Fig- 33- 



pinta se le coordinate del punto P 
saranno eguali e contrarie a quelle 
di M. Ricordando adunque i valori 
di X, y, coordinate della projezione 
P, che, nelle stesse circostanze, ven- 
x^nero trovate nel precedente eserci- 
zio, cioè: 

y _ x{ax + by) 

^_ y{ax-\-by) 

si dovrà avere ad un tempo: 



x{ax-\-by) y{ax'\-by) _ 

x'+y" "~ x' + y" ~ ^' 

equazioni che si riducono all'unica seguente: 
ax-\-by = — {x^ -^f\ 
ove a ^ b sono le coordinate del centro di curvatura pel punto 
\x, y della linea. 

Quest'ultima equazione può anche scriversi: 

*(Ar-a)+^(>'-*)-2(^*+/)-o. 
o, ricordando i valori di x — a ed y — b\ 



xy 



i+y" 



1+/ 



2(Ar'+/) = o, 



y y 

ovvero, moltiplicando per y" : 

2 (x^ + /) .y' + (^y-xy){l+ /') = O. 
Si può anche giungere a questo risultato osservando che le 
equazioni 



(0 



X 



Y—b = — -.(X — d) 



X y' y 

delle rette O M, C P, dove X, Y sono ora le coordinate correnti, 
debbono essere soddisfatte facendo X = — x, Y= — y. Ora, la 
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prima di esse risulta già per sé verificata, onde rimane l'equazione 
di condizione: 

che si traduce in quella stessa di poc'anzi 

ax + by^ — (jK^ +y^). 

La (i) è Teq."* dif.** della linea richiesta. 

Innanzi venire alla sua integrazione, si può osservare che è 
possibile soddisfarvi supponendo y = m x^ -{- 2 n x -\- p^ ove m, n, p 
sieno delle opportune costanti ; per determinare queste ultime basta 
sostituire nella (i) i seguenti valori 

y = 2 (mx -j- n)y y' = 2 m, 
insieme a quello della y. Trovasi per tal guisa dover essere « = o 
e p = , mentre m rimane arbitrario. Quindi un integrale par- 
ticolare della (i) sarà il seguente: 

y=zmx^ . (2) 

•^ . 4 f w ^ -^ 

Nella stessa guisa tale eq."' ammette anche l'integrale particolare: 

^ = l^/-7^^ (3) 

ove [L è una costante arbitraria; infatti, mutando la variabile indi- 
pendente da X ad 3^ nella (i) stessa, essa viene a trasformarsi in: 

.(/ + .-).^' + (.-,^)[,+(^')]=o. (4) 

che per la forma è identica alla (i) medesima. 

Ma per trovare l'integrale generale di questa, ossia quello 
deHa (4), torna opportuna qui pure l'introduzione delle coordinate 
polari. Posto adunque 

;c = r cos G, y^=r sen 6, 

e ritenuta 6 come novella variabile principale, ricordando i valori 
di y e y'^ espressi con 6 quali vennero trovati allo stesso scopo 
nell'esercizio precedente, e osservando che si ha di conseguenza 

y — xy= j^ , i+y- - 



r sen — -77- cos G 
a 1 



^rsene-^cose] 
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l'equazione differenziale (i) darà luogo alla seguente: 

La soluzione r = o che questa presenterebbe è inammissibile perchè 
non dà luogo ad una linea, è dunque da riguardarsi come acciden- 
tale. Allora rimane, riducendo, Teq."' dif.^" 

d'r IdrV , ,. 

fra le variabili r, G, la quale è formata soltanto con r e colle sue 
derivate prima e seconda. 

Per la sua integrazione, scostandoci dalla via ordinaria, toma 
opportuno porre 

I 

ove V è una nuova variabile. 
Si ha di qui 

ldv\ d'v 



dr 2 dv d^ r 

= 2 .- 



d^^ v^'dò' db'" v" 

e mediante queste sostituzioni la (5) diventa, riducendo: 

^.j^. + v = o (é) 

che, essendo lineare e priva dell'ultimo termine, ha per integrale 
completo 

V -^ Lcos — h Msen - . (7) 

Infatti, alla (6) corrisponde l' eq."' ordinaria u' -\ — = o , le cui 

radici sono 4-^^ e — , onde riescono notoriamente in- 

'2 2 

tegrali particolari della (6) stessa le espressioni cos— G e seno -6. 

2 2 

Quadriamo la (7), e avremo: 

v' = V cos* — 1- M* . sen* — \- 2LM , sen — . cos — , 
2 ' 2 ' 22^ 

ossia : 

V = ■ 1 cos e + L M, sen 8; 
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e poiché L ed Ai sono costanti arbitrarie, pongasi 
U + M'=2Ny r— M^ = 2P, 
ove JV e P sono altre costanti della stessa natura. Si ha cosi : 



v'r=N+ Pcos e + V ^^ — P\ sen 0, (8) 

giacché da queste ultime relazioni risulta, quadrando e sottraendo: 

4L^M^ = 4(N^— PO, 
cioè 

ove il radicale può avere evidentemente un segno qualsivoglia. 

Si faccia di più: P= — JVcos a, ove a è un angolo arbitra- 
rio, positivo o negativo, acuto ovvero ottuso: sarà per tal guisa 

\jN'—P'= — N.stnoL, 
tanto se il radicale è preso positivamente come se è preso negati- 
vamente. La (8) prende allora la forma: 

t;* = JVJi — cos a . cos — sen a . sen GJ , 



ossia : 



x;^=N.ji— cos(6 — a)j. (9) 

Quest'equazione fra v e 6, che contiene le costanti arbitrarie 
JV, a, può ancora riguardarsi come l' integrale generale della (6), 
ed è facile il provare come realmente vi soddisfaccia. Rammentando 

ora essersi posto r = -r , concluderemo essere 

l'integrale completo dell' eq."* dif.*' (5) fra le variabili r, 0, rite- 
nendo denominata con p la costante -rj . 



A questo risultato si può anche pervenire osservando sempli- 
cemente che tale eq." dif." non è che un caso particolare dell' eq.°' 
di 2.° ordine: 

d'r , (drY , , , 

della cui integrazione ci occupammo nell'esercizio 31.°, quando si 
supponga cioè 

a i, b = -L. 

4 2 

G. ToMASBLLi, Eserciti sulle equa^. differeniiali. 18 
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Essendo infatti in questo caso i + 2 a = , riferendoci 

alle forraole ivi esposte (veggasi il riassunto di pag. 248) nell'ipo- 
tesi in cui le quantità i -{- 2a t b sono dello stesso segno 1 e qui 

entrambe eguali a j, si ha la relazione: 



r ^= A . seno 



ossia : 






od anche: 



2 



I 

1 1 — cos (2 5 + 6)1 ' 



che viene appunto a coincidere colla (io) quando si introducano 
le denominazioni 

j2=P, 25 = — a, 
p ed X essendo altre costanti. 



La (io) ci insegna che le Unee richieste sono tutte h para- 
bole aventi il foco nel punto fisso considerato (origine degli assi o polo). 
Infatti la (io) stessa è Teq." fra coordinate polari d'una parabola 
il cui asse forma coli' asse polare l'angolo a, il cui foco coincide 
col polo e la cui apertura è arbitraria perchè arbitrario è il valore 
di p, come quello di a. 

Segue di qui che: la linea dei punti P, la quale risulta cosi 
simmetrica di una qualunque fra tali parabole per rispetto al polo 0, 
è essa pure una parabola, identica a quella cui corrisponde, ha lo 
stesso asse di questa, ma è diretta in verso opposto. 

L'equazione fra coordinate cartesiane d'una qualunque fra le 
curve in questione si ricaverà dalla (io), posta sotto la forma 

r =/>-!- r . cos (0 — a), 
ovvero: 

r = /) -]- r cos 6 . cos a + r sen . sen a, 

facendo uso delle medesime formole 

X = r cos 0, y = r sen 6 
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più sopra impiegate; e si avrà per tal guisa: 

± ^ x^ -^y^ =p -\- xcosoL -{-y sen a, 
alla quale, quadrando, si può sostituire la seguente: 

X* -|-_y* = (^p -{- X cos(x,'{' y sen a)', 
ossia: 

x\ sen* a + y*. cos' a — ^xy. sen a cosa — j , ^ 

— 2/^j:cosa — 2pysQnx — p = o, ; 

che appunto rappresenta ancora una parabola, la quale non potrà 
mai degenerare in due rette parallele. 

La (11) cosi ottenuta, che contiene le costanti py a arbitrarie, 
costituirà l'integrale generale della originaria eq."* dif/' (i) fra le 
variabili x^yy da cui dipende la soluzione del presente problema. 

Per verificarne l'esattezza si osservi che, posto pqr brevità: 

"7 = X cos a +^ sen « +/>, T =^y cos^ a — x sen a cos a — p sen a 

5Ì trova, derivando due volte la (11), e facendo uso della (11) me- 
desima: 



y = j^ (y sen a cos a — x sen* ol -{-pcos a), 
2pr •__P'^ 

nrz y y ^y "t^ > 



. I '2 2pr pT 

I +y =^y y — xy^^— 



le quindi: 

(^-x/)(i+/0 = ^']; 
inoltre: 

y" = wr (2 ^' sen a cos a — y^ cos* a — sen* a), 

che riducesi ad 

quando per y si ponga il suo valore; talché: 

(x- + /)./' = - il (^'+/), - 

ossia, ricordando che la (11) può scriversi 

X* +y == (/^ + X cos a -f- ^ sen a)* = t*, 
si avrà: 
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onde, per mezzo di questi valori si riconosce essere identicamente: 

che è appunto Teq."' dif/* (i) che dovea essere soddisfatta. 

Dalla (11) discendono le seguenti soluzioni particolari, suppo- 



nendo prima a ==. — , 



poi a = o : 



^ 2p 



2 



I 2 P 

x = — -y — - 
2p^ 2 



e queste coincidono cogli integrali particolari (2) (3) più sopra tro- 
vati quando si ponga w = [a = — - . Tali equazioni ponno esser 
scritte nel modo che segue: 

e sotto questa forma è chiaro che rappresentano due parabole aventi 
per foco comune T origine O, e - quale distanza di questo dal ver- 
tice : la prima di esse ha il proprio asse coincidente con quello delle 
y ; per la seconda invece V asse è sovrapposto a quello delle x, come 
dovea riescire in base ai valori di a considerati. 

Il problema qui risolto 
porge una costruzione assai 
semplice del centro di curva- 
tura di una parabola in cor- 
rispondenza ad un suo punto 
qualsivoglia M. Basta infatti 
prolungare il raggio vettore 
condotto dal foco a tal punto 
dalla banda opposta a quella 
ove questo giace, e portare 
su tal prolungamento una lun- 
ghezza OP eguale ad OM, 
quindi condurre per il punto 
ottenuto la perpendicolare alla 
direzione del raggio vettore 
fino ad incontrare la normale 
alla parabola nel punto M, 
normale che si sa costruire secondo varie regole. Il punto di in- 
contro C è il centro di curvatura richiesto. — Se si applica ad 




Fig. 54- 
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«sempio questa costruzione al vertice V della parabola, si trova tosto 
che il rispettivo centro di curvatura coincide col punto P stesso che 
vi corrisponde, talché il raggio di curvatura pel vertice sarà il doppio 
di O Vy ossia py come è noto. Se invece si applica la predetta co- 
struzione al punto jR, il cui raggio vettore è perpendicolare all'asse 
della parabola ed ha quindi la lunghezza 2 . FO = p, sapendosi che 
la normale alla curva in R forma un angolo semiretto col raggio 
vettore stesso, si concluderà tosto che il raggio di curvatura corri- 
spondente è r ipotenusa d'un triangolo rettangolo isoscele di cui ogni 
cateto è il doppio di O R, epperò sarà 

p=2.^2.'0^=2\/2 .p. 

Questo risultato può facilmente ricevere una diretta conferma, as- 
sumendo y^ = 2px come eq.°" della parabola e calcolando il valore 

di p pel punto di ascissa -/> e di ordinata p. 



Esercizio 36.° 
(Tesi proposta a Clermont). 

Ricerca delle linee piane per le quali il raggio di curvatura p 
è una funzione data [p =/(a)] dell'angolo a che la tangente forma 
<:on una retta fissa. 

Applicazione ai casi speciali in cui 

oppure: 

f (a) =2 a . cos a, 

essendo a una costante. 



Questo problema, dal punto di vista generale, non offre dif- 
ficoltà, e la via per la sua risoluzione trovasi indicata nel già ri- 
cordato Trattato del prof. Schlòmilch. 

Si assuma come asse delle x la retta data, per maggiore sem- 
plicità; l'asse delle y sia una perpendicolare qualsivoglia a tal retta. 

Deve aversi per ogni punto d'una fra le linee cercate: p=/(a), 
ove a, per la disposizione data agli assi, è l'angolo della tangente 
alla curva nel punto (x,j') coli' asse delle x. Ora si ha: 
y' = tang a, e quindi a = arco Xzngy' ; 
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inoltre pel punto stesso è 

? - y 
quindi quelP eguaglianza 5Ì traduce nella seguente : 

± i^ — -f.Z«=/(arcotangy). (i) 

È questa dunque l'eq." dif.'* di quelle curve; la sua integra- 
zione non presenta diflScoltà, poiché essa appartiene ad un noto tipo 
[fl)], anzi non contiene che le sole derivate prima e seconda di y 
rispetto ad x. 

Oltre alla regola ordinaria, valevole pel tipo a), si può se- 
guire per l'integrazione della (i) un altro metodo che ci viene in- 
segnato dal Trattato suddetto, e che può essere applicato più in 
generale ad un'eq."* dif.*' qualunque del 2.° ordine, purché sia della 
forma y = (p(y). Questo metodo consiste semplicemente nelPeli- 
minare / fra le due relazioni 

ove C, e Cj sono due costanti arbitrarie. Tale eliminazione con- 
duce a un risultato della forma F(x,3^, C^, CJ = 0, che é l'integrale 
completo dell' eq." proposta. 

Seguendo questa via si ha il vantaggio che V integrazione della 
stessa dipende soltanto da due quadrature e da un'operazione di 
eliminazione, ed ove anche quest'ultima non fosse eseguibile, ciò 
non toglierebbe tutto il valore al citato metodo, poiché : se si viene 
alla rappresentazione geometrica, le (2) insieme individuano ancora 
una curva per la quale é costantemente y" = 9 (3^'), come avver- 
rebbe se, eliminando y* fra le (2), si potesse trovare l'equazione 
ordinaria, fra le sole x,^, di tal linea. Riguardo poi all'esattezza 
di quel procedimento, basta a provarla il fatto che, data l'eq."* dif.** 
y = (p ( j'), entrambe le (2) debbono sussistere, giacché, derivando 
l'una e l'altra rispetto ad x, si giunge sempre al medesimo risultato 

che non é altro che l'eq."* stessa da cui siamo partiti. Quanto alla 
prima delle (2), tale relazione è quella stessa che si ottiene seguendo 
la via ordinaria [come fu detto in a)], giacché, posto/ =:( e quindi 
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l'eq."* dif.*' proposta si muta in 
d'onde si ha: 



^l r \ 



d X _ I 
e quindi, integrando: 



fe'^^+^" 



(3) 



'?(0 

che è appunto la prima delle (2). 

Nel caso del problema proposto, si ha manifestamente 

^^^^ /(arcotangy)' 

quindi le formole (2) divengono: 

ove i segni si dovranno corrispondere. 
L* Applica:(ione, Sia 

Avremo pure: 

/(a) = a(i +tang'a), 
quindi : 

/(arcotangy) =-• a. (i +yO- 

Le formole (3) divengono in questo caso: 

ossia : 

d'onde: 

y+^TT7 = ^> ^-^-f^+f"- (4) 

Allo scopo di eliminare y' fra queste relazioni, se ne faccia 
la somma e rimarrà: 
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Siccome inoltre, isolando nella prima delle (4) il radicale, e 
quadrando 1 ciò che in questo caso non ne accresce la generalità, 
il radicale dovendosi assumere positivamente onde appunto la prima 
delle relazioni (4) possa sussisterei, si ottiene: 

X — C4 X— C^ 

2/. ^"^^=/"*^— I, 

per effettuare la propostaci eliminazione, basterà sostituire in que- 
st' ultima per y il valore trovato. Ottiensi cosi la: 

2, e — 2,- — • .e == ^ — I, 

db a 

ossia 

Cx — Ci X -• Li 
! a ? 

d' onde : 

o, più semplicemente: 

y-C^-^^e ' +e • J. (5) 

Questo è dunque l'integrale completo dell' eq."* dif.*' (i), che 
in questo caso diviene: 

ay" = ± V'i -^y' : (6) 

e la curva cercata è la catenaria ad asse perpendicolare alla retta 
data, (asse delle x), che risulta da uno spostamento arbitrario, tanto 
nel senso delle x che in quello dell' asse delle >', della catenaria 
rappresentata dall' equazione 



,= ±j(^+r=). 



catenaria che, a norma del segno, può giacere si dall'una che dal- 
l'altra pane dell'asse delle x. 

Si giunge qui, colla stessa facilità, alla relazione (5) anche 
integrando la (6) secondo il processo ordinario. Si ha cosi dapprima 
(come sopra) 

"^^ ^ ^ ^7=^ + ^^^ - ^-^^^iy' + ^'^TT) + c- 

J\}i +y 
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ossia 

e quindi, isolando il radicale e quadrando (come dianzi si fece): 

Da quest'ultima perciò, integrando una seconda volta, si ha 

y =- C. + '-j\^'- e~''^\dx = C,±'- j. - + . 

che è appunto il risultato al quale si dovea giungere. 
IL* Applicazione. Sia 

/(a) = a . cosa. 
Avremo pure: 

y I -j- tang a 
-quindi : 

/(arco tang}') = ± 



Le formole (3) divengono in questo caso: 

cioè, calcolando questi integrali: 

Anziché eliminare y' fra queste relazioni, giova far subire alle 
stesse una trasformazione ponendo arco tang^'' = ^', e quindi: 

y' = tang T. 
Esse allora divengono: 

_4.^L. I tangw 1 ^^ I 

2 f + I -1- tang* wj^ ^" ^- T 2 ' I + tang* if ^ ^*' 



ovvero: 

x—C^=±-(W + sen ^' . cos ^'), ;y — C, = ìf - cos* ^, 
2 2 

od anche: 

X — C, = ± - (2 W + sen 2 T), 3; — C, = + - (I + cos 2 W). 

Ponendo ulteriormente: 

2 ^' = (0, 
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queste equazioni si mutano in: 

X— C,=:±7(co + sen6>), y—C^= T7 -(i + cos6)) (7) 
4 4 

e qui non rimane, come è palese, che ad eliminare g) fra di ess^. 
Tale eliminazione dà luogo ad una equazione fra le x, y che 
geometricamente rappresenta una cicloide svolgentesi sopra una retta 
parallela alla data (cioè parallela all'asse delle x)y il cui cerchio ge- 
neratore ha per raggio — : e, come arbitraria è la distanza di que- 
ste due rette, cosi la cicloide in discorso è suscettibile anche di uno 
spostamento arbitrario nel senso dell'asse delle x stesso. Ogni ci- 
cloide inoltre può giacere tanto da una banda che dall'altra della 
retta su cui ruota il cerchio generatore. 

L'equazione indicata è una delle due seguenti, che corri- 
spondono alle (7), secondo che si assume in queste il segno supe- 
riore o l'inferiore: 

X — C, = - • arco cos ^^-^^ ^^ ± 

' 4 —a 



C,= . arco cos -^-^ ^^ ^c 

4 a . 



jO-Q-(>-Q^^ 



(8> 



(9> 



e notisi che, si nell'una che nell'altra di queste equazioni, deve ve- 
nir preso il radicale col segno superiore, piuttosto che coli' inferiore,, 
secondo che l' arco coseno, che entra a costituire la loro prima parte, 
ha un seno positivo ovvero negativo. 

Le (8), (9) sono cosi rispettivamente gli integrali completi 
delle seguenti eq."' dif." : 

«y'= (I +yx «/'=-(! +y-y, (10) 

che sono quelle cui dà luogo nel presente caso la relazione gene- 
rale (i); e ciò può verificarsi sostituendo alle (io) le eq."' equi- 
valenti : 

dx ^'^ , r, , /^:^YT dx d'x r ,(dxV}\ . 

che se ne ottengono dopo cambiamento della variabile indipendente» 



Digitized by 



Google 



del 2° ordine o d'ordine superiore. ' 285 

e ossen-ando che dalla (8) si trae 

in^- ^jy—cò 

dy + ^_ 2 a - Q - 4X7- O' ' 

^_ ± 2fl(:)' — Q _ 

e dalla (9) si ha: 

dy ^2<j-Q-40-Q'' 

£^^± 2a(y-c; ) 

pei quali valori le (11) suddette sono soddisfatte. 

Ai risultati (8) (9) giungerebbesi del pari integrando la (11) 
rispetto ad y due volte di seguito. L' integrazione per via diretta 
delle (io), considerando x come variabile principale, incontrerebbe 
invece qualche difficoltà, poiché dovrebbesi così considerare l'eq."* 
dif.'' già sopra ottenuta: 

•^' = =^ i- [TTy + ^^^"^ ^^"^^ J + ^« ' 
che non può esser risolta rispetto ad y. 



Le equazioni (8) (9) male si prestano però a dimostrare es- 
sere la linea cercata nel caso in cui/(a) = a . cos a j una cicloide, 

disposta nel modo indicato. Più semplice e più chiara riesce que- 
sta dimostrazione risalendo alle (7) e ponendo (ciò che è sempre 
lecito) 

4 
ove H sia una nuova costante arbitraria e i segni corrispondano a 
quelli che vengono assunti nelle (7) stesse. 

Facciasi nello stesso tempo la sostituzione: 

e cosi le (7) medesime diverranno: 

X — H= :f —(y — sen^), y — Cj= qp -(i — cosi'). (12) 
4 4 
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L'eliminazione di v fra le eq."* qui scritte condurrebbe an- 
cora agli integrali generali delle (io) o delle (11), e darebbe luogo 
cosi alle linee sopra considerate; ma, anche senza effettuare tale eli- 
minazione, è noto che le stesse, ove si assuma v come variabile 

indipendente , rappresen- 
y tano appunto una cicloide. 

Coi segni inferiori, e sup- 
posto 77=0, C^=o, le 
(12) Manno luogo alla ci- 
aj cloide qui a fianco segnata 
(a tratto continuo), svol- 
gentesi suU' asse delle x e 
generata dal cerchio di 

. a ^ , 
raggio — . Coi segni su- 
4 

periori le (12) medesime danno luogo alla stessa cicloide, ribaltata 
intorno all' asse delle x. Quando poi H e C^ >hanno valori qual- 
siansi, le (12) rappresentano tutte le possibili cicloidi che ponno 
derivare da uno spostamento arbitrario, nel senso d'ognuno dei 
due assi coordinati, delle cicloidi speciali ora indicate. Questa con- 
clusione è appunto in perfetta armonia con quanto venne testé as- 
serito circa i luoghi di punti rappresentati dalle equazioni (8) (9) 
fra le sole x,y. 




Fig- 35. 
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PARTE QUARTA. 



ESERCIZII 

«FERIBILI A SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
ALLE DERIVATE ORDINARIE. 

Un tale sistema risulta in generale di n equazioni fra n -f- i 
variabili, eq.°* che contengono inoltre le derivate, di vari ordini, 
di n fra esse variabili rispetto alla (n + i) esima, che si riguarda 
come la principale. 

Il metodo di integrazione di siffatti sistemi consiste tutto nel 
ridurre le eq."' proposte ad una o a più equazioni dif." ordinarie 
fra due sole variabili, che si integrano secondo le norme conosciute. 
A tal uopo occorre in generale un'operazione di differenziazione e 
poscia di eliminazione. 

Cosi, se sono date le eq."* simultanee: 

u=^,y,y,...,r\^'>^'>---,n=o (I) 

bisognerà ricavarne, poniamo, un'eq."* dif.'' ordinaria fra le sole Xyy. 
Perciò occorre derivare s volte la (^i) rispetto ad x e r volte la 
(2), pure rispetto ad x. Si avranno con ciò, insieme alle eq."* date, 
r + s-\-2 relazioni alle derivate dì y e di i. Da queste si elimi- 
nino le r + J + I quantità 

e si otterrà V eq."* dif.'* voluta fra x,y e le successive derivate di y. 
Integrata quest'ultima, ottengasi (poniamo) j' = 9 (x). Sosti- 
tuendo questo valore, e quelli di :y',>', . . . che se ne ricavano to- 
sto, nella (1)0 nella (2) del sistema dato, si avrà un'altra eq."* 
dif.^' fra le jc, i, la quale, integrata, ci darà anche il valore di ;j in 
funzione di x. 
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Quest'ultima eq."" dif/' potrebbesi anche ottenere direttamente 
eliminando yyy',y"y ecc. . , , , j'(« + ") dal sistema di m + « + 2 equa- 
zioni che si hanno aggiungendo alle (i) (2) le w eq.'* ottenute de- 
rivando n volte di seguito la (i), e le m eq."' ottenute derivando 
similmente pi volte la (2). 

Del resto, ove si giunga all' eq."* in termini finiti y = (f (x), 
non occorre sovente alcuna ulteriore integrazione per ottenere l'al- 
tra eq." cercata :j = ^{^ (x)y bastando a tal uopo semplici operazioni 
algebriche. 

Se fosse dato invece il sistema seguente di eq."' dif." alle de- 
rivate di j, di ;5; e di t; rispetto ad x: 

fi (.x^y^y'y • • •/'"'^ ?» \ 1 • • • ?^"'^ ^> ^'> • • • '^^^'^) = o 

A (^' y^ y>"' /"''^> ?' ^'> • • • ^^^'^' ^> ^'^ • • • ^^^'0 = o, 

bisognerebbe dedurne un sistema di due eq."* simultanee fra tre va- 
riabili, per esempio, x, y^ ;^. Perciò si può derivare la prima eq." del 
dato sistema p^ volte e la seconda di esse p^ volte rispetto ad x ed 
eliminare in seguito, da queste /)^ -f ^^ -f- 2 eq.°', t; e le sue p^-f-p^ 
derivate successive. In seguito, facendo analoga operazione per ri- 
guardo alla prima e alla terza delle eq.°' date, si otterrà un'altra 
eq."* dif.'* nella quale v e ìq sue derivate non entrano. 

Le due eq."' dif." cosi ottenute, fra le variabili x,j^,jj, for- 
mano ora un sistema binario come quello precedentemente consi- 
derato. Applicando dunque la regola indicata si potrà ricavarne il 
valore di y e quello di ;;; in funzione di x. 

In seguito, ritornando al sistema ternario proposto, sarà fa- 
cile, anche senza integrazione alcuna (in generale) il dedurne anche 
il valore di v formato con x. 



Il procedimento è tosto estensibile al caso generale di un si- 
stema di n eq."* dif." fra n -f- 1 variabili. 

— Si noti però che in qualche caso speciale può rendersi pos- 
sibile l'integrazione del proposto sistema senza che sia necessaria 
alcuna operazione di eliminazione quali le testé accennate. 

Esercizio 37.° 

Trovare una curva tale che in un suo punto qualunque M 
sì verifichi quanto segue: 

i.°: la parte di asse delle x intercetta fra l'origine degli 
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assi e il punto di intersezione col piano normale alla linea in M, 
sia^ una funzione determinata di x : 

2.®: la retta T che congiunge l'origine col punto T in 
cui la tangente alla linea in M incontra il piano xy sia perpendi- 
colare al raggio vettore del punto M stesso. 

L'equazione del piano normale alla linea nel punto M di 
<;oordinate Jc,}», ;( della stessa essendo 

X-, + (!--,). ^ + (2-d^-i-<., 

•ove X, y, Z sono le coordinate di un punto qualunque di tal piano, 
si trova facilmente che le porzioni dei tre assi che vengono inter- 
cette da quel piano sono espresse da 

' d2 ' dj^' 
dx d X 

posto per brevità 

^ -^""^^dx^^dx- 

Per la prima condizione espressa nel proposto problema do- 
vrà dunque essere 

ove/(jc) è una funzione conosciuta, ossia 

x+yy' + u'=-f(ix). (i) 

Troviamo ora le coordinate, che chiamerò x^^y^^ del, punto 
T di incontro della tangente col piano x y, la terza coordinata es- 
-sendo naturalmente nulla. 

Fatto Z=o nelle equazioni 

Y-y Z-^ 

A — X = r^ = — 7-^ 

y i 

^ella tangente, avremo: 

Ora, le coordinate stesse del punto T fornendo quantità pro- 
porzionali ai coseni di direzione della retta che congiunge l'ori- 
gine con tal punto, tali coseni saranno anche proporzionali alle 
quantità 

^?' — ?> y< — y\y 0; 
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e poiché, per simil ragione, i coseni di direzione del raggio vet- 
tore OM sono proporzionali alle coordinate del punto Af, cioè ad 

così, esprimendo la condizione di perpendicolarità di queste due 
rette, dovremo avere: 

ossia : 

(ix" + y').^'—yi.y — x^ = o. (2) 

Le (i) (2) sojio due eq!°* dif." simultanee, alle derivate prime> 
fra le variabili x^>', :j, che debbono essere integrate. 
La (2) può anche scriversi 

(^"+/)-^' = ^(^ + :vy); 

se adunque si troduce qui per x-\-yy' il valore fornito dalla (i) 
precedente, essa diviene: 

Pertanto potremo sostituire al sistema di eq."' dif." (i) (2) 
il seguente: 

x + yy' + iK=f('^) (3) 

(x'+y + ^0.^ = ?•/(*)• (4) 

Secondo la regola generale prima esposta, affine di ottenere 
una eq.°' dif.'' ordinaria fra due variabili, si dovrebbe derivare an- 
zitutto, rispetto ad x, si l'una che l'altra delle (3) (4). 

Ma qui appunto tale operazione può essere evitata, osservando 
che la (3) è immediatamente integrabile; infatti si ha tosto 

e quindi: 

x'+f + l' = C-^2Jfix-).dx (5> 

ove C è una costante arbitraria. 

Sostituendo ora il valore trovato per il trinomio x^ + / + ?* 
nella (4), avremo 

che è una eq." dif.'* ordinaria fra le variabili x, :j. Separando le 
medesime si ha tosto : 

^ C + 2\f(_x)dx' 
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e integrando, sì avrà: 



log^= l ^^ -d^ 



"*-i 



C+2Ìf(x)dx . 

ove D è un'altra costante arbitraria. 

A quest' ultima eguaglianza se ne può sostituita una più sem- 
plice osservando che, nell'integrale del 2.° membro, il numeratore 
della funzione da integrarsi è la metà della derivata del denomi- 
natore: cioè 

log^ = ilogjC+2j/(;c).dxj. 

Avremo pertanto in seguito: 

l' = D^^C-\-2Jf(ix')dxj 

oppure, ponendo Z)' = A^ nuova costante arbitraria, giacché D può 
essere anche imaginario: 

:C = AC + 2A.{f{x).dx. (6) 

Cosi le (5), (6) costituiscono gli integrali generali delle due 
equazioni differenziali simultanee (i) (2), e le (5) (6) stesse rap- 
presentano in termini finiti la curva cercata. 

L'esattezza dei risultati (5) (6) può esser facilmente provata 
derivando si l'una che l'altra equazione rispetto ad jc, poi elimi- 
nando le due costanti dalle 4 relazioni che cosi si hanno. 

Cosi, differenziando la (5) si ha già una delle eq.*** dif." cui 
devesi giungere, perchè C in tale operazione viene a sparire; si 
ha cioè: 

Differenziando la (6) si ha 

lt = A.f{x). 
Sostituendo il valore di A che di qui si ricava nella (6) 
stessa, ottiensi 

ed eliminando C fra quest'ultima e la (5), avremo 

e questa equivale, in causa della or trovata x -!-^>'' + ^\'==/(^)> 

G. TOMASBLLI, Eserciii sulle equa^. difereniiali. 19 
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alla seguente: 

ossia : (x^ + /) .^'—y^. y'— ^ ^ =: o, 

che è precisamente la (2) cui doveasi pervenire. 

Ai risultau (5) (6) devesi giungere altresì seguendo la via 
generale, cioè derivando convenientemente le eq."\dif." proposte, ed 
eliminando poi una delle variabili e le sue derivate. 

Infatti, in questo caso sarà d'uopo differenziare la (4) una 
volta rispetto ad x. Avremo cosi la: 

Ed ora eliminiamo y e ìk sua derivata y' fra quest'ultima relazione 
e le (3) (4), che riguardiamo sempre come le eq."* dif." date. In- 
troducansi a tale scopo nell'ultima eguaglianza in luogo del trino- 
mio Jc +}'/ +??'> ^ dì quello x^ +y +?S i l^^o valori dati dalle 
(3) (4) stesse, si avrà cosi: 

ossia, moltiplicando per :f' e portando tutto in un membro: 

L'eq."* dif.*' ordinaria ottenuta per tal via è quella che dob- 
biamo integrare e che ci condurrà all' introduzione delle due costanti 
arbitrarie. ^ 

Per eseguire tale integrazione dividiamo l'eq.'"' per ^^^-f(x) 
e avremo: 

k" , K' /'(^) 



Ogni termine essendo una derivata esatta, dedurremo di qui: 
log^' + log;?: = log[H./(x)], 
ove H è una prima costante arbitraria; ossia avremo: 

Quest'ultima eq."' del i.° ordine è poi tosto integrata, e fornisce: 



Quindi abbiamo: 



= 2H. \f(^x).dx + 2K. (7) 

, Google 
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Per ottenere ora anche il valore di y in funzione di x, senza 
che sia necessaria un' ulteriore integrazione, ricordiamo la (4) data, 
e ponendo in essa per ;(' il valore or ora ottenuto, cioè 

f./w. 

avremo : 

H.(x^+f + Z') = l'- 

In questo secondo membro introducendo poi il valore di ;(* or ora 
trovato, e dividendo per H, sì avrà: 

X^+f + ^ = 2.jf(x).dx-\-2^. (8) 

I risultati ottenuti (7), (8) coincidono dunque, come era da 
attendersi (salva indicazione diversa delle costanti di integrazione) 
con quelli (5) (6). 

È facile vedere che la linea cercata giace, qualunque sia la 
forma della funzione/, sopra la superficie conica, di rotazione in- 
torno girasse delle ;;;, rappresentata da : 

X +:y =— j-^ • 

Infatti la (6) porge: 

^ = C+2Jf(ix).dx; 

confrontando la presente colla (5), otteniamo appunto l'equazione 
di quel cono. 

— Nel caso particolare in cui fosse f(x')=a costante, cioè 
ove il piano normale alla linea debba passare costantemente per 
uno stesso punto (di coordinate a, 0, 0), la (5) e la (6) antece- 
denti divengono: 

x'+y^-\-l'-=-C + 2ax, i' = AC-\-2Aax, 
oppure, ove si ponga C = R^ — a*, R essendo un'altra costante 
arbitraria : 

Cosi in questo caso la linea cercata risulta dall'intersezione 
d' una superficie sferica di raggio arbitrario i?, avente il centro nel 
punto (fl, Oy 6) pel quale debbono passare tutti i piani normali 
alla curva stessa, con una superficie cilindrica parabolica avente le 
generatrici parallele all'asse delle y, la parabola sezione retta della 
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stessa avendo parametro arbitrario ed avendo per asse l'asse delle x. 

a -nz 

Il vertice di tal parabola ha per ascissa , che dipende uni- 
camente dal raggio della sfera predetta. 

Per ciò che si è detto più sopra però, la linea stessa esiste 

j ^ 

anche sulla superficie conica di rotazione x* + y* = — -j — :;;', dun- 
que potrà considerarsi altresì come intersezione di tal cono, il cui 
angolo al vertice è manifestamente arbitrario, colla sfera suindicata 
di centro determinato e raggio arbitrario. 

Se si suppone poi di assegnare ad R il valor a, la sfera passa 
per l'origine degli assi ed è tangente al piano y^i. In allora il ci- 
lindro parabolico precedente sarebbe rappresentato semplicemente 
da 7;^=i2 AaXy epperò esso avrebbe fra le sue generatrici V asse 
delle jy il vertice della parabola sezione retta determinata dal piano 
x:^; essendo in allora la stessa origine. 

Anche la linea in questione passa in tal caso per l'orìgine. 
Essa linea poi ha sempre per projezione sul piano x y una circon- 
ferenza col centro sull'asse ox, 

— Nel caso più particolare in cui fosse a = o, cioè ove i 
piani normali alla linea cercata debbano passare tutti per l'origine, 
la stessa viene ad avere per equazioni 

onde la curva risulta essere in allora la circonferenza intersezione 
d'una superficie sferica di raggio arbitrario, avente il centro nel- 
l'origine, con un piano qualsivoglia parallelo all'x}'. 

Tale circonferenza può tuttora riguardarsi come intersezione 
di tal sfera con un cono di rotazione intorno ad 0;;; di apertura 
arbitraria. Quanto alla superficie cilindrica parabolica più sopra in- 
contrata, essa degenera qui in piani paralleli 2XV xy ed equidistanti 
da esso. 

L2i OT deve qui considerarsi come parallela alla tangente 
alla curva (circonferenza) ed è manifesto quindi come possa qui 
aver luogo la proprietà voluta di ortogonalità fra le Af, T. 



Esercizio 38.° 

Trovare una linea tale che: in ogni suo punto la tangente 
abbia coseni di direzione proporzionali alla somma delle coordinate 
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di esso punto che hanno nome diverso da quello dell'asse cui 
ognuno di quei coseni si riferisce, talché sia: 

il il. 

I dx dx ^ , . 

(0 



y+i, \ + x x+y 



Verificandosi questa proprietà, avrà luogo al tempo stesso 
<juest' altra, che: le porzioni dei tre assi, contate a partire dall'ori- 
gine, che vengono intercette dal piano normale in un punto M 
qualunque (di coordinate x, y, :() della linea, saranno proporzionali 
alle quantità 

I I I 

7TT' l + x' x + y 

rispettivamente. Ciò risulta tosto dimostrato rovesciando le (i) e mol- 
tiplicandone tutti i membri per T, ove T sia quel trinomio stesso 
che incontrammo in occasione del precedente Esercizio (pag. 287). 
— Le eq."* dif." proposte ponno scriversi come segue: 

(y + ó'y' = ^ + x (2) 

(y + 0'K'=^+y' (3) 

Seguendo per la loro integrazione la via generale, devesi anzi- 
tutto differenziare la prima di queste una volta rispetto ad x, e si 
passerà poi ad eliminare dalle tre eq.°* che cosi si vengono ad avere 
le due quantità ;j, ;('. 

Queste tre equazioni saranno: 

(y + 0'y=i + x, 
(y + ò'^'=x+y^ 

Introducendo in quest' ultima eguaglianza il valore di )^ 4~ ^ 
dato dalla precedente, che è la (3), detto sistema sarà sostituito dal 
seguente : 

(y + Oy' = i + x, (y + i).z^ -^x + y 

j"-x+y'.^=r.(i-y). (4) 

Ora, la prima di queste relazioni, cioè la (2), fornisce 

<— y'—i ' 

valore che sostituisco nella seconda, cioè nella (3). 
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j 

Ottiensi cosi: 
d'onde si ricava ^, Posto questo valore nella (4), si ha finalmente: 

ossia, moltiplicando per (x — >').(/ — i): 
che può scriversi: 

(x-^r.y'+ Ck'- iy\(x-y) (y+ i)+(*+)')(/-oj=o, 

o infine 

Qc-yy.f+ 2 ^xy'-y) . (/-!)*= 0. (5) 

Quest'è l'eq."' dif.*' ordinaria fra le variabili x,y che dob- 
biamo integrare; essa è del 2° ordine, ma non appartiene al tipo 
conosciuto delle lineari, né ad altro dei tipi considerati a suo luogo. 
La medesima darà origine a due costanti arbitrarie, che sono ap- 
punto quelle che competono al sistema delle equazioni date (2) (3} 
alle derivate prime di }» e di :(^. 

Una sostituzione che si presenta spontanea nel caso della (5) 
è la seguente: 

y = X + U (6) 

ove ti è una funzione di x da determinarsi. 
Infatti si ha di qui: 

y — X = u^ y — I = tt', y « tt", 
e sostituendo questi valori nella (5), essa diviene: 

«^ . w" + 2 [x (i -f tt') — (x -f u)l . ii^= o, 

ossia : 

u"- . tt'' + 2 {x lì— ù) . u" = 0. (7) 

La presente può ora esser posta sotto la forma: 

u" , i i I ,o\ 
jr+2-. — — 2X. — = 0, (8) 

avendo divisa l'equazione per w'.w". 

Giova ora mutare la variabile indipendente da x ad «, ricor- 
dando che: 

djju 
I I dx ti" dx^ d^ X 



du dti ^ fi'' ldti\ du^ 

Tx 
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i 

Cosi la (8) si trasforma in: 

d^x , 2 dx 2 ,. 

du u du u ^""^ 

che appartiene al tipo delle equazioni lineari a coefficienti variabili, 

e che manca dell'ultimo termine costituito da una sola funzione 

dell' attuale variabile indipendente w. 

La (9) stessa appartiene più particolarmente al tipo seguente 
d^x , a dx . h . ^ 

du u du u ^ ^ 

ove a t h sono due costanti. 

Ora, una tale equazione ammette un integrale particolare della 
forma 

che infatti si ha 

(X(^— i)tt/*-^ + ,A.-^. «/*-'+ i«/*=o, 

ossia : 

\l(jj. — i) + P» ^ + ^ = o> 
se \h sì suppone essere radice dell'equazione ordinaria: 

V^^ + {a—i).\L-\-b = o. (11) 

Anzi, se si chiamano (x^ e \l^ le radici di quest'ultima, la (io) 
ammetterà gli integrali particolari 

e l'integrale generale della (io) stessa sarà: 

ove H t K sono due costanti arbitrarie. 
Nel caso della (9), si ha 

a = 2, J = — 2. 
L'equazione (11) diviene cosi: 

(x^ + (X — 2 = 0; 
le cui radici sono + i> — 2- 

Quindi la (9) stessa avrà per integrale completo : 

^-if«+|,, (12) 

che sarà pure integrale generale per la (7). 

Ricordando infine che u=y — x^s\ ha, sostituendo nella (12): 

x^H.iy-x)Jrj^.- (13) 

Questo, oppure il seguente: 

x.<iy-xy = H.iy-xy+k (14) 
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è dunque 1* integrale completo della (5). Ciò può esser verificato 
derivando due volte di seguito la presente equazione (14), e poi 
eliminando dalle tre relazioni che cosi ne risultano le due costanti 
H e K. 

Anzi, non si ha qui che ad eliminare H dalla 

(y-xy+2x(j-x)(iy-i) = 3H.(y-xy.iy-i) 

e dall' eq."* ottenuta da questa mediante derivazione, pel che rie- 
scirà più spedito il derivare la seguente altra, equivalente alla qui 
scritta : 

3^=-^^ + -:-^, (15) 

-» y X y I ^^^ 

dove la costante rimane isolata. 

La differenziazione dà infatti: 

n — oizJLyL y" 

che coincide appunto colla (5). 



Per ottenere ora l'altra equazione, che dà il valore di jj in 
funzione della x o almeno delle x,^, non si esige altra integrazione, 
bastando rammentare che: 

X — yy' X — y 

e sostituendo per y' — i il valore ottenuto derivando la (14), quale 
ci è fornito dalla (15). 
Avremo dunque: 

ossia : 

^ = 2x — y+iH(x—y). (lé) 

La (13) e la (16) costituiscono cosi il sistema di eq."^ in ter- 
mini finiti corrispondenti a quello delle differenziali proposte; esso 
contiene le due costanti arbitrarie H t K, come dovea essere per la 
massima generalità. 

Sono le (13), (16) inoltre le equazioni della linea cercata, e 
la (16) mostra che questa è piana e giace nel piano passante per 
r origine : 

Se poi si ricava dalla (16) il valore di 3» e lo si sostituisce 
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nella (13), si trova: 

Quindi la linea suddetta può anche esser rappresentata dalle 
(13) (17), di cui la prima ci dà la projezione sul piano xj^, la se- 
conda la projezione sul piano x :^. Queste projezioni sono dunque 
linee cubiche della stessa natura. 

Alla (17) potevasi giungere direttamente se si avesse dedotto 
dalle (2) (3) un'eq."* dif.*' ordinaria fra le x, ;;;, anziché fra le x^y 
come è stato fatto. Procedendo in tal modo si otterrebbe la : 

che è affatto identica alla (5) più sopra considerata, e avrà per- 
tanto come integrale completo l'eq."* (17) ora scritta, dove H t K 
sono costanti arbitrarie. 

Se si pone y — x = w la linea cosi ottenuta può esser rap- 
presentata in modo più semplice e adatto alla descrizione della stessa, 
essendo w una nuova variabile che si assumerà come principale. 

Infatti la (13) e la (16) divengono allora: 

K K 

x = H.w+-^, l = x — w — sH.w = -p—(^i-\-2H).w, 

e introducendo anche questo valore di x in quello di y, cioè nella 
y = X'}-zUy le equazioni della curva cercata saranno: 

X = H.zu-\ — r-' 
w 

Si può verificare facilmente che^ in relazione a queste, sono 
soddisfatte le 



y + ^ K + x x+y' ^^\ 

quindi la linea cosi ottenuta è precisamente quella che si cercava. 
Se poi si procede alla formazione dei valori di jc'', y"^ ;f", si 
troverà che sono tutti identici fra loro. E cosi pure identici fra loro 
saranno perciò anche quelli di jc'", y'", :(", Di conseguenza riescirà 
nullo il determinante 





y 


K 




,»f 


y" 


^" 


j 


.';' 


y" 


r 
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il che esprime essere la linea trovata una linea piana, come già si 
è trovato testé. I coseni di direzione della normale a questo piano 
sono proporzionali ai binomi 

y;j"_y';j', ^'x'^ — :^"x\ x'y" — x"y 

giacché il piano della curva coincide con ogni suo piano osculatore 
e, nel caso nostro, per le cose che precedono, sono proporzionali 
altresì a quelli 

y-l\ k:-x\ x'-y 
ossia ad 

y — ly l — x,-x — y. 

in causa della (19). Perciò, facendo uso delle (18), i detti coseni 
sono proporzionali finalmente alle quantità: 

3H+2, _(3H+i), -I. 

Questi risultati confermano V esattezza dell' eq."' del piano della 
nostra linea che venne più sopra trovata. 



Che la curva stessa debba esser piana risulta poi anche senza, 
far uso delle eq."* sue in termini finiti, ma solo basandosi sulle 
eq."' differenziali della medesima. 

Ripresa infatti la x come variabile indipendente allo scopo di 
semplificare questa nostra ricerca, si ha: 

che sono le (2), (3). 

Derivando due volte rispetto ad x, si hanno le seguenti: 

dx^"^ dx'^\^^^^ dx\dx^dxy 

dx' dx'^^y ^ "^ ^ ^ dx\dx^ dxr dx\dx'^ dx^y 

dx' dx'^^^^^^^dx'\dx^dx]^dx\d7^11?y 
Moltiplichiamo la prima di queste due ultime relazioni per 
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tA e l'altra per ^-4 e sottraiamo l'una dall'altra. Si avrà: 
dx ^ dx 

[dx'j \dx'}~\dx' dx' dx' dx'J^y^^^ 

'^\dxdx' dx' dx)\dx''^dx'l 
e quindi: 

[dx* dx' dx' dx'j^y^^^ 

~\dx*^dx'j\dx' dx^'^dxdx' 77 dx}' 
Ora, le precedenti eguaglianze alle derivate seconde, danno: 

dx'~y+^\dx^ dx\dx^dx)y 

dx'~j>-]-:(_ldx'^ dx\dx^dx)y 

e con questi valori si prova facilmente essere: 

d'y d\ dy d':(_ d'y d^ 
dx" dx^'^dxdx' dx' dx' ■ 



ossia 



TPy dx) dxx dx) 



identicamente nullo. 

La relazione or ora ottenuta ci dice dunque essere per ogni 
valore di Xy cioè per ogni punto della linea: 

d^y d^_dji d\_ 
17 dx' dx'TP~^' 

e ciò prova appunto che tal curva è tutta contenuta in un piano. 



Nel caso in cui si supponga K=o, la linea in discorso [tanto 
in base alle (18) che alle (13), (16)] diviene la retta rappresentata 
dalle equazioni: 

x_ y :; ^ ^ 

H~Trri~~—(2H+iy ^^^^ 

— Quando si supponga invece if= 00, la linea può ancora 
essere una retta uscente dall'origine degli assi, anzi la retta speciale 
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rappresentata dalle eq."* seguenti: 

Infatti, se si pone la (14) sotto la forma 

€ si fa Z/:^ ex, ottiensi j' — x = o, cioè y = x, qualunque sia il 
valore attribuito a Ky purché diverso da zero. La (16) può scriversi 

ossia 

che in questo caso è identicamente soddisfatta e non fornisce quindi 
alcun valore per ;;;. Ritornando perciò alle (2) (3), la variabile prin- 
cipale essendo tuttora la x, ove si sostituisca ad y il valore x ora 
trovato, e quindi ad / l'unità, si avrà l'eq."' seguente tratta dalla 
(3), perchè la (2) riesce soddisfatta qualunque sia :j, coerentemente 
a quanto si trovò or ora: 

Quest' eq."* dif/' ammette come integrale particolare ;j = jc. 

È dunque vero che, per i/= 00, la linea cercata può tuttora 
essere una retta (la retta x = 3^ = :[), ma questa non è manifesta- 
mente compresa fra quelle che vengono rappresentate dalle (20) 
quando H varia. Che poi il precedente valore assegnato ad y (cioè 
y = x) sia attendibile, è palese, osservando che esso soddisfa Teq." 
dif.*' (5); e che la retta cosi ottenuta goda del requisito voluto dal 
problema è del pari manifesto. 

— Se si supponesse infine H= ooy K=o ad un tempo, 
puossi far uso delle (20) più sopra trovate, che darebbero luogo 
alla retta speciale: 

y = x, i= — 2x. 

L'esattezza di questo risultato è tosto provata direttamente. 



Nella trattazione di questo esercizio si è considerata la linea 
cercata come una curva disposta in modo qualsiasi rispetto ai tre 
assi ortogonali, anzi come gobba in generale. Ove si stabilisse che 
essa debba esser piana e giacere in uno dei piani coordinati, il 
procedimento tenuto esigerebbe una modificazione. 
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Infatti, se la linea si suppone contenuta nel piano xy e si fa 
astrazione dall'asse delle ;j, la condizione di proporzionalità voluta 
dal problema viene a ridursi alla seguente: 

dy 
I d X 

y~ir' 

Si ha quindi che la curva cercata è l'iperbole equilatera po- 
sta nel piano xy^ di equazione x^ — y = £t, ove a è arbitrario, 
positivo o negativo. 

Che se invece, essendo la linea tuttora situata nel piano xy, 
la si considera riferita a tutti tre gli assi, dovranno sussistere le 
(i), come nel caso generale. Ma, essendo qui per ipotesi :f = o, 
:j' = 0, si dovrà anche avere x -j- 3^ = 0, cioè y = — x. E questi 
valori di y e :j soddisfanno entrambe le eq."* dif." di questo caso: 

d y d7i 

I dx dx 

y ^ x+y ' 

La linea ottenuta è qui dunque la retta, uscente dall'origine, 
di equazioni y = — x, :j = o che è uno degli asintoti dell'iperbole 
precedente. 

Questa retta è compresa (come dovea essere) nella soluzione 

generale da noi trovata, e si deduce dalle (20) facendovi i/= — ~. 

Ma l'iperbole suindicata non può riguardarsi come un caso partico- 
lare della linea di eq."' (13) (16), il che era da prevedere. 



Esercizio 39.° 
Integrare il sistema d'equazioni differenziali: 

dy 



^ + 2y + 3? = o. ) 



Poiché la variabile :j non entra nella prima eq."* del dato si- 
stema, converrà eliminare la stessa (e sue derivate) dal gruppo delle 
altre due eq."* dif." , affine di avere un nuovo sistema costituito da 
2 eq."* dif." fra 3 variabili. 

Digitized by VjOOQIC 



302 Esercì;;ì riferibili a sistemi di equa^ni differen;(iali 

Si dovranno quindi eliminare ;?; e ;;;' fra le tre relazioni : 

/ + « + 3? = «' 

^' + 2^+3^ = 

osservando che la seconda delle (i) fu derivata una volta rispetto 
a ^ e che la terza del gruppo medesimo non venne differenziata. 

Allo scopo di eseguire quell'eliminazione si sottragga la se- 
conda di tali eguaglianze dalla prima e non rimarrà che ad elimi- 
nare :( fra le due seguenti: 

y' — ^' + ^ — 2 y = e' 

Il risultato sarà: 

f+3y + x'+3x-6y-4e'=o. (2) 

Devesi considerare ora quest'ultima eq."* dif.*' (2) insieme 
alla prima delle (i), cioè: 

x'+2x — 4y — t = o, (3) 

e da questo novello sistema andrà eliminata la y (poniamo) e sue 
derivate. 

A tale effetto si differenza rispetto a t la sola (3) due volte 
e cosi avremo, in aggiunta alle (2) (3) stesse, le equazioni: 
^' + 2x'— 4/— I =0 
x'"4.2x" — 4/' = o. 

Da queste quattro eguaglianze elimineremo or^y^yy'. 
Ricavisi perciò ìl valore di y e quello di y" dalle due ul- 
time, e cioè 

y'=Ux'+2x'-l), f = Ux^'+2X-). 

4 4 

Facendone la sostituzione nella (2), si ha dopo qualche ri- 
duzione : 

X"'+SX" -{- lOx'-f I2X — 24;f— 16^*— 3 =0, 

ed ora non rimane che eliminare y fra quest'ultima e la (3), ciò 
che conduce tosto all'eq" dif.*' cercata fra le sole variabili x,/: 
x''+sx'-\-Ax'+6t— 16^*— 3 = 0. (4) 

Alla presente, che appartiene al tipo delle eq."* lineari di 3.*^ 
ordine, è applicabile il metodo (altre volte usato) che consiste nel 
differenziare la stessa un certo numero di volte e combinare le eq."^ 
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ottenute colla originaria (4) cosi da far sparire l'ultimo termine, 
funzione della variabile t. 

Qui però la (4) essendo direttamente integrabile una prima 
volta, può tornare conveniente l'attenersi al metodo generale. 

Integrando cosi la (4) stessa, termine per termine, avremo: 
^" + 5^' + 4^ + 3^'-i6^'— 3^ + ^,= o, (5) 

-ove A^ è una costante arbitraria. 

Questa è ora un'eq."* dif.** lineare, completa, del 2.** ordine. 
La ridotta corrispondente essendo 

x" ■^Sx' + ^x — o, 

ammetterà per integrali particolari 
Posto dunque per brevità : 

sappiamo che l'integrale completo della (5) sarà dato da: 

•^ ' 'Jx;x, — x,xJ ^Jx;x^—x^x^' 

Sostituendo per x, e x^ quei valori, riesce 

x;x^ — x,x,'=3e-"; 
<}uindi si ha: 

x = B.e-'-\-C. e-*' — -e-'.(<f Q) . e-.dt -\--e-*'.(<f (0 • «*'•'^'• 
Ora, facendo i calcoli, si trova: 

f?(0.^.^/ = 3(''-3'+3)-^-8^" + ^o«'» 

« quindi: 

x = B.e'^+C.e-*'-^t^-3t + 3\ + ^e^-^ + 

4 1 2 ^8j 15 ^12 

Riducendo, si ha: 

x = B.e-*+C.e-'* + ^e'-^t'^^t—^-ào^ (6) 
5 48 32 4 ' ^ "^ 

€ questo, ove B e C sono pure due costanti arbitrarie, è l'inte- 
sale generale cercato della (5). 
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Siccome poi la costante — j-^ -j 2.1 è ancora arbitraria, ove 

si riguardi (come deve essere) la (6) come l'integrai completo 
'della (4), cosi indicandola con Ay si avrà più semplicemente: 

x^A + B.e-^+Ce-'^+^jif-U^Jr^'t. (7) 

Si ricava di qui: 

Sostituendo questi valori di ;c e di x' nella prima delle (i), 
avremo tosto il valore di y senza bisogno di ulteriori integrazioni. 
Riesce cosi: 

Finalmente, derivando anche questa espressione e ponendo il 
valore di y' nella seconda delle (i), se ne ricava tosto anche quello 
di ;f. Esso sarà, tenendo conto della (7): 

:^ = -éL — LBe-*—C.e-''-^if+-t'-lt—l^. (9) 
^34 5 ^4 8 48 ^^^ 

Le (7), (8), (9) sono le equazioni cercate in termini finiti 
che legano le quattro variabili x^ y» ^y t e che corrispondono alle 
date eq."* dif." (i). Esse costituiscono la soluzione generale poiché 
contengono tre costanti arbitrarie. Per verificare l'esattezza dei ri- 
sultati ottenuti, possiamo derivare rispetto a t ciascuno degli inte- 
grali (7), (8), (9) ora trovati ed eliminare poi le costanti A, 5, C 
da queste sei relazioni. I tre risultati che se ne otterranno saranno 
appunto le (i) proposte, daranno almeno un sistema ad esso 
equivalente. 

È a notarsi che l'integrazione d'un gruppo di eq."* dif." si- 
multanee può dar luogo a un numero di costanti superiore a. 
quello che compete alle eq."* stesse. In tal caso si dovranno deter- 
minare i valori delle costanti esuberanti sostituendo i valori delle 
variabili dipendenti, e quelli delle loro derivate, nelle eq.""* dif." 
proposte, che debbono riescire identicamente soddisfatte. Il numero 
delle costanti che si incontrano dipende anche dal modo con cui 
si conduce l'operazione. * 

Nel caso per esempio del sistema di tre equazioni dianzi con- 
siderate (i), si è ottenuta, coi noti processi, la eq." dif.^* (4) del 
3.® ordine, che conduce appunto all'introduzione delle tre costanti 
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che competono al dato sistema. Cosi, eseguendo le eliminazioni in 
modo diverso, si giunge all'equazione seguente 

che, integrata, dà origine ancora a tre costanti arbitrarie e porge 
il valore di :;;, anziché quello di a:, come precedentemente. Ma può 
ottenersi altresì, invece della or indicata, quest'altra eq."' di 4.® 
ordine 

^+5^ + 4^+6^-2-0, 

che dà luogo a quattro costanti, delle quali pertanto una riesce esu- 
berante e deve poi essere opportunamente determinata. 



Esercizio 40.° 
Integrare il sistema d'equazioni differenziali 



Il presente esercizio mostra che l'integrazione di simili si- 
stemi di eq.°* dif." non conduce talvolta (contrariamente a quanto 
venne or ora osservato) all'introduzione di tutte quelle costanti ar- 
bitrarie che dovrebbero spettare alla soluzione» generale, e che otten- 
gonsi quindi in sua vece degli integrali più o meno particolari. 

Si può integrare il sistema (i) proposto in differenti modi, 
sempre arrivando al medesimo risultato. Ne indicheremo due. 

I.^ Modo. 

Cerchiamo un'eq."' dif.*' ordinaria fra le variabili t^y. A tale 
scopo basta, nel presente . caso, derivare una volta rispetto a / la 
seconda delle (i) e sottrarre la terza. Ottiensi cosi (usando la so- 
lita notazione per apici): 

y'—y+ 1=0, (2) 

la quale, integrata una volta, dà: 

y'-y + t + c=o, (3) 

ove C è una costante arbitraria. A questa (3) potrebbesi pur arri- 

G. ToMASELLi, Eserciti sulle equoj^. differenziali. ìo 
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vare osservando che la terza delle (i) è immediatamente integra- 
bile e fornisce: 

y + :(; + x — t — C = o, 

onde, sottraendo quest'ultima dalla seconda delle (i), si eliminano 
ad un tempo x e j^;' e rimane la superiore (3). 

Integrata nuovamente la (3) stessa, che appartiene a un noto 
tipo, si ha: 

e siccome i + C è ancora una costante arbitraria, quando quest' ul- 
tima relazione si consideri come integrai generale della superiore 
(2), cosi possiamo scrivere più semplicemente: 
y = A + t + B,e^, 

ove A Q B sono costanti arbitrarie. 

Sostituendo questo valore di y nella prima delle (i), insieme 
a quello di /' che se ne ricava differenziando, avremo il valore di 
:(^ che sarà 

:(^ = 2A-\-2t-{-iB,e\ 

Derivando infine quest'ultima una volta e ponendo i valori 
di y\:(^ nella seconda delle (i) stesse, troviamo: 

x = — 3 — 45 e*. 

I risultati ottenuti sono dunque quelli che qui sotto si rias- 
sumono : 

X = — 3 — 4 5 . e' \ 

y = A + t + B,(f . (4) 

:f = 2A-\-2t+ 35^ ) 

È questa una soluzione del proposto sistema (i), che non 
contiene che le due sole costanti arbitrarie A, 5, epperò non è la 
più generale, come fu detto. 

11.*^ Modo. 

Deduciamo dal sistema proposto (i) un'eq." dif.*' fra le /,:j. 
A tal uopo si eliminino y e sue derivate fra la prima e la seconda 
delle (i), al qual fine si deriverà la prima di esse una volta e la 
seconda due volte. Eliminando dunque j', 3^',^'',/" si ottiene la se- 
guente : 

r+3^' + ^" + 2x = o. (j) 

Un'equazione analoga a questa si ottiene sottraendo Tuna dal- 
l'altra le due ultime relazioni (i). 
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Essa è; 

K^' — l-^-x—x—i^o, (6) 

Non resta adunque che a considerare le (5) (6) per dedurne 
Teq." cercata fra le variabili /, ;(. 

Si differenza perciò la (5) una volta rispetto a / e la (6) due 
volte; indi si eliminino x, a:', x", x''' fra queste nuove tre egua- 
glianze e le (5) (6). Il risultato è semplicemente: 

^"-;5:' + 2 = 0, (7} 

che ha per integrai generale 

l=^Le*+2t^M, ^ (8) 

ove Ly M sono due costanti arbitrarie. 

Sostituendo questo valore di ;;; nella prima delle (i) si otterrà 
la seguente eq."* dif.** del 2° ordine fra le variabili t,y: 

y -\-2y — Le* — 2t — M = o. (9) 

Si integra la presente, sia valendosi della formola generale, 
sia facendo uso dell' artificio più volte adoperato e integrando così 
in luogo della (9) la seguente, opportunamente dedotta da essa: 
/ — y^ + 2 y — 2 y'' = 0. (io) 

Per tal modo si ha 

j^ = a + p / + Y . ^' + iV . cos (/ \/ 2) + P . seno (t ^2) 

(ove le nuove lettere introdotte rappresentano altrettante costanti) 
come integrale completo della (io): perchè questo soddisfaccia in 
pari tempo la (9) è necessario che sia 

opperò avremo il risultato seguente: 

y=— + t + ^Le*+N. cos (t \/2) + P . seno (/\/ 2). (11) 
2 3 

La (8) e la (11) ci porgono cosi i valori di 3^ e di :;;, espressi 
con ty i quali contengono le 4 costanti arbitrarie Z, M^N^P; ed 
il valore di x si ha poi tosto per mezzo della seconda delle (i), 
che fornisce: 

x = -(y' + ^). 

Apparentemente dunque la soluzione cosi ottenuta è meno 
particolare della precedente (L° modo), contenendovisi quattro co- 
stanti arbitrarie (Z, M, N, P) in luogo di due. Senonchè, onde i ri- 



Digitized by 



Google 



3o8 Eserciti riferibili a sistemi di equa:^ioni differen:^iali 

sultati ottenuti soddisfacciano veramente le (i) date, è d'uopo de- 
terminare in modo speciale due di tali costanti, supporre cioè N^= o, 
P = o. In allora le costanti riduconsi nuovamente a due sole, e la 
soluzione cosi ottenuta viene a coincidere colla antecedente (4). A 
questo risultato dovevamo appunto giungere giusta quanto venne 
premesso. 

— Ove il proposto sistema d' equazioni differenziali venga al- 
quanto modificato, può rendersi possibile l'introduzione di tutte le 
costanti arbitrarie che ad esso competono ed ottenersi cosi la so- 
luzione generale. Ciò si verifica ad esempio mutando la seconda 
delle equazioni (i) nella seguente: 

E a conferma di tale asserto faremo seguire brevemente il 
processo di integrazione di questo novello sistema. 

Esercizio 41.° 

Integrare il sistema d'equazioni differenziali fra le variabili 
Xyy^^t (quest'ultima essendo la indipendente): 

y'J^2y — i = o \ 

14/ + ^' — ^'+6x — 6j^+3:5: + 2 = o [. (i) 

/ + ^" + ^-i= o ) 

Cerchiamo qui pure, come nell'esempio precedente, un'eq.'* 
dif.** ordinaria fra le variabili t^y. 

Si cominci a tal uopo ad eliminare x-, e derivate, fra le ul- 
time due eq."* del dato sistema (i). 

Differenziando perciò la seconda delle (i) una volta rispetto 
a ^, e una volta anche la terza, si avranno le quattro relazioni: 

14/ + ;;;' — y + 6^ — 6:V + 3 ^ + 2 = 0, 

14/' + ?"-^"+ 6;c'-6y-f 3:^^=0, 

Aggiungendo alla seconda di queste la quarta, e la terza mol- 
tiplicata per — 6, si vengono ad eliminare x' e y, e resta dopo 
le riduzioni: 

15/'- i2y'^:("-sf'^ 3 ^' + 6 = 0. (2) 

A questa uniremo la prima delle eq."' date, cioè: 

y J^2y — 7^ = o (3) 

e da tale sistema binario elimineremo ;;; e le sue derivate. 
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Derivando solo la (3) tre volte rispetto a /, avremo, oltre alle 
(2) (3), le eq."* seguenti: 

e, introducendo nella (2) i valori di :f', ^f'', ;["' che di qui si dedu- 
cono, rimarrà dopo le riduzioni: 

/- 5 f + 5/" + 5 y- 6/ + 6 = 0. (4) 

Questa è l'eq." dif.** che cercavasi, fra le variabili y^t. 
Essa è lineare del 5.° ordine, completa, a coefficienti costanti, 
ed avrà per integrale generale: 

y = A+Be''\-C.e''-\-D.e'' + E.e'* + t, (5) 

(ove A, By C, D, E sono cinque costanti arbitrarie), osservando che 
l'eq." ordinaria corrispondente alla differenziale ridotta 

che sarebbe 

u^ — 5 w* + 5 tt' + 5 w^ — 6 « = 0, 

ha per radici i numeri 

0, I, 2, 3, —I, 

ed applicando la formola (w) esposta nella parte III.* a proposito dei 
processi di integrazione delle eq."* dif." lineari: (veggasi pag. 214). 

La (5) ci dà cosi adunque uno degli integrali cercati del pro- 
posto sistema (i). Per ottenere ora il valore di ;(, basterà ricavarlo 
dalla prima delle (i), ponendovi per y il valore trovato, e per y" 
quello che se ne deduce. 

Quanto ad x finalmente, se ne otterrà il valore dell' equazione 
che segue: 

i5/ + r + ^"+6x — 6>F+3^+i=o, 

che risulta dalla somma delle due ultime eq."* del dato sistema, so- 
stituendo per y,^ Q per le loro derivate i valori ricavati dalle for- 
molo precedenti. 

La soluzione cosi ottenuta per il sistema differenziale (i) pro- 
posto è dunque la seguente: 

X = — 3 — 4 5 . ^' — 1 3 C. ^* ' — 3 4 D . ^' ' + 2 £ . ^- * 

y^A + t + B.e^i'C.e'' + De''-\-E.e" \ (6) 

:?: = 2 ^ -I- 2 ^ + 3 B éj' + 6 C^'' -f II D^«' -f 3 £. r' 
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Le (5) costanti che qui entrano sono veramente arbitrarie^ 
cioè nessuna di esse va determinata in modo speciale onde i valori 
qui esposti per le a:,^, j^; soddisfacciano le eq°^ dif." date (i), come si 
riconosce facilmente facendo le sostituzioni; quindi la suindicata so- 
luzione è veramente la soluzione generale cui si dovea giungere. 

Se si suppone nelle (6) 

C = D = E=o, 

quelle equazioni divengono: 

x=—'i — ^B.e' \ 

y= 4+^+5..' (7) 

l = 2A'^2t'\- ^B.e' ] 

e coincidono in tale ipotesi con quelle (4) che furono trovate nel- 
l'esercizio precedente quali integrali di quel sistema di eq."* dif." 
Si verifica dunque questo fatto rimarchevole, che cioè: le (7) co- 
stituiscono ad un tempo una soluzione particolare dei due sistemi 
di eq.°* dif." (i), di cui si è trattato nel presente e nel precedente 
esercizio. 

Paragonando i due sistemi (i) anzidetti, se ne conclude quindi 
che le (7) debbono soddisfare anche la seguente eq."* dif.'*. 

x'— 13/— sx + (>y—ìi — ^='0, 

ciò che infatti si trova aver luogo. 

Esercizio 42.° 

Trovare le linee che segano ortogonalmente una data fami- 
glia di superficie ottenute facendo variare un parametro della loro 
equazione generale. 

— Caso speciale in cui le superficie stesse sieno di rotazione 
intorno ad un asse comune. 



Questa ricerca appartiene essa pure al vasto problema delle 
traiettorie di cui già in addietro ci occupammo. 

L'equazione generale delle date superficie, riferite a tre assi 

ortogonali, sia 

f(x,y,^k) = o, (i) 

ove k rappresenta il parametro variabile da superficie a superficie. 

Per un dato valore di k sono 0^ , 0^, t^ quantità propor- 

dx' dv 8^ 

zionali ai coseni di direzione della normale alla corrispondente super- 
ficie nel punto di coordinate x^y, :( tali da soddisfare l'equazione (i). 
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Si immagini di ricavare dalla (i) il valore di k, in funzione 
di Xyy^Ti (e di altri parametri assolutamente costanti), e di sosti- 

tuirlo nelle espressioni suddette per -^ ecc. Esse allora riesciranno 

indipendenti da jfc e forniranno ancora la direzione della normale a 
quella superficie nel punto (x, yy :() della stessa: ma, pel fatto di 
non contenere k, daranno eziandio quantità proporzionali ai coseni 
di direzione della normale in un punto Xyy,:(^ qualsivoglia dello spa- 
zio a quella superficie della data serie che contiene tal punto. 

Questa superficie speciale si verrebbe a determinare risolvendo 
la (i) rispetto a k, dopo aver posti in luogo delle coordinate cor- 
renti i valori considerati delle x, y, :f . 

Indichiamo coi simboli X (Xy }',:(), [l (A:,y,:5;), v (a:, v,:^;) le espres- 
sioni risultanti, come si disse, dalla sostituzione per k di quel valore 

nelle derivate tt^, 0^, tt^- : e immaginiamo trovata una delle linee 

ox cy 0:^ ^ 

(trajettorie) richieste. 

Denotando con ^,j', ^: le coordinate d'un punto qualunque Af 
di essa, poiché i coseni di direzione della tangente a questa linea 
in esso punto sono proporzionali alle quantità 

' dx' dx' 

ed i coseni di direzione della normale nel punto stesso a quella 
superficie della data serie che passa per esso, sono (per quanto si 
vide or ora) 

>^, (^, V, 

per la perpendicolarità che, per dato, deve esistere fra la tangente 
suddetta in M e il piano tangente in questo stesso punto all' anzi- 
detta superficie, ossia per il parallelismo (anzi sovrapposizione) che 
deve verificarsi di quella tangente alla normale in M alla superfi- 
cie, dovranno sussistere le relazioni 

dy J:j 

i __ dx dx .V 

Dall'integrazione di questo sistema di due eq.°^ dif." alle de- 
rivate ordinarie, fra le tre variabili Xyy,:(^, ritenuto che le X, (Jt, v 
sieno espresse colle ^,3', :j stesse nel modo sopra indicato, dipende 
dunque la risoluzione del proposto problema. 

Le due equazioni (2) rappresentano già differenzialmente le 
trajettorie richieste. 
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L'integrazione darà luogo a due corrispondenti equazioni in 
termini finiti fra le x,y,:(^ ove entreranno due costanti arbitrarie. 
Esse saranno le equazioni delle trajettorie stesse, e il numero di 
queste trajettorie sarà appunto infinito in causa dell'arbitrarietà di 
tali due novelle costanti. 

— Se l'equazione (i) della data serie di superficie è sotto la 
forma più semplice 

ove / non contiene ky sì ha manifestamente addirittura 

x-^ ^-U. ,-ìL 

e le (2) in tal caso divengono: 

dy d^ 
I dx dx 



dj_~ d£~ df_ 
dx dy d:(_ 



(3) 



Trattiamo il caso particolare in cui le superficie date sieno 
di rivoluzione intorno ad un asse comune. 

Disporremo per semplicità l'asse delle x in modo da coinci- 
dere con tale asse di rotazione. L'equazione generale d'una tale 
famiglia di superficie sarà allora della forma 

F(x,{fT?,k) = o, 

ma per la nostra ricerca supporremo di averla posta sotto que- 

st' altra : 

?(^,\/7T?) = *, (4) 

ciò che manifestamente non ne scema la generalità, mentre giova 
a renderla più semplice. 

Pongasi inoltre per brevità 



(5) 



V/+^' = «, 




e per tal guisa la (4) può anche scriversi 




? (x, «) = k. 




Paragonando quest'ultima con la 




f(x,y,:0 = ^ 




più sopra considerata, avremo tosto 




Bf d<f df y d<f 0/ . 
dx dx' dy u'du' à;j 


~udu' 
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e cosi le eq."* dif." (3) delle richieste traiettorie diverranno: 

I u ày ^ ti d:( 

89 d <f ' dx d (f ' dx' 

die ^FTi ^'dTi 

ossia : 

dj_ dy_ d^ dj di a? 

dx'dx ^'du' ""dx'dx ^'du' ^^^ 

Queste ultime ci ponno condurre a concludere alcune pro- 
prietà di cui debbono godere le traiettorie cercate, anche senza che 
5Ìa assegnata la forma della funzione 9, e ciò seguendo una via più 
semplice di quella che sappiamo sarebbe a tenersi nell'integrazione 
di siffatte eq."* dif.". 

Dividendo infatti le (6) fra loro, membro a membro, si ot- 
tiene: 

dx ^ 

dx 
ossia 

d7 dy 

la quale esige che sia: 

^='»« (7) 

ove m è una costante qualsivoglia. 

Inoltre, moltiplichiamo ordinatamente le (6) per ^^ e ^, e som- 
miamole, avremo: 

ossia, in causa della relazione 



si avrà: 



Qui devesi ritener posto per «, tanto in ^- che nel 2.° mem- 



d(f 



bro, e quindi anche in ^, il predetto radicale ^)'* + \^ 

Ma, se supponiamo di introdurre come nuova variabile ausi- 
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-^—^——^-'~———^——^—-^^^^^^-^— — ■• — 

Ilaria la u stessa, che sarà pure funzione di jc, legata colle y, :( ap- 
punto dalla relazione 

avendosi per tal guisa: 

la (8) si trasformerà in 

a? du_d^ 

dx'dx'^du' ^^^ 

che è un'eq."* dif.'" ordinaria fra le variabiU x ed w unicamente. 

È chiaro quindi che le linee richieste saranno rappresentate 
dalla (7), presa insieme all'eq."' che nasce dall' eliminazione di u 

fra l'integrale della (9) e la V/ + ?* = ^*- 

Pertanto quest'ultima, la (7) e la (9) risolvono il problema 
in discorso. 

La (7) è già una delle eq.°* in termini finiti delle cercate 
traiettorie e contiene una delle costanti di integrazione che questa 
ricerca, come si vide in generale, trae seco. L'altra costante viene 
ad introdursi coli' integrazione della (9). 

La (7) dimostra l'importante proprietà delle traiettorie anzi- 
dette, esser le stesse curve piane contenute in piani passanti per l'asse 
di .rotazione, che, per ipotesi, coincide qui coli' asse delle x. 

Discende di qui un'altra proprietà delle linee medesime, ed 
^ la seguente : una qualunque delle trajettorie cercate della data serie 
di superficie di rota:(ione è in pari tempo trajettoria ortogonale per la 
serie delle linee meridiane di tali superficie, determinate dal piano in 
cui la curva considerata giace. 

Infatti, in ognuno dei punti nei quali quest' ultima (traiettoria) 
sega le linee meridiane suddette, la normale alla corrispondente su- 
perficie e la tangente a quella curva coincidono fra loro, ossia que- 
sta tangente coincide colla normale ordinaria alla meridiana, il che 
significa appunto ortogonalità fra le due tangenti e dimostra il no- 
stro asserto. 

Il problema è dunque ricondotto per tal modo a quello, più 
addietro trattato, delle trajettorie ortogonali d'una famiglia di date 
curve piane. 

La proprietà ora accennata può anche venir dimostrata, come 
segue, per via analitica. 
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Suppongasi di porre l'integrale della (9) precedente sotto la 
forma : 

ove H è una costante arbitraria. 

Eliminando u nel modo che si è detto, avremo in allora che 
le trajettorie richieste saranno rappresentate dalle due equazioni: 

quindi le linee medesime saranno le infinite linee meridiane d' una 
superficie di rotazione intorno ad Xy che appartenga alla serie di 
superficie rappresentate da 

quando H varia. 

Ed ora supponiamo di riferire una siffatta linea meridiana 
(traiettoria) a due assi ortogonali posti nel suo piano (cioè nel piano 
:>^ = fny) e uscenti dalla origine della vecchia terna, l'uno dei quali 
sia lo stesso asse delle x, l' altro, determinato di conseguenza e gia- 
cente nel piano y:j, sia l'asse delle u. 

L'equazione di tal linea meridiana sarà allora notoriamente: 

e l'equazione per rispetto agli stessi assi d'una linea meridiana ap- 
partenente alla serie delle date superficie di rotazione e posta nello 
stesso piano precedente, di eq."* 7i = inyy sarà per la stessa ragione: 

? (x, u) = h 

Ora, per quanto fu detto a suo luogo circa il problema delle 
trajettorie di un sistema di linee piane, l'eq.°' dif.** delle trajettorie 
ortogonali della famiglia di queste ultime curve meridiane (quando 
k varia) è appunto la (9) più sopra incontrata. Segue adunque da 
questa considerazione che la * (x, u) = H rappresenta una qualun- 
que di tali trajettorie : epperò vera è la proprietà suesposta, che cioè : 
le trajettorie ortogonali del dato sistema di superficie di rotazione 
sono ad un tempo trajettorie ortogonali delle linee meridiane da 
esse incontrate. 

Emerge dalle cose vedute che le due serie di superficie di 
rotazione rappresentate dalle equazioni: 

qnando k tà H variano, cioè la serie delle superficie date e quella 
delle superficie le cui linee meridiane sono trajettorie ortogonali per 
le prime, si segano sotto angolo retto. 
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E infatti, i coseni di direzione della normale alla superficie 9, 
nel punto (;c, y, :() della stessa, essendo proporzionali alle quantità: 
^9 y_ 8_9 ^ ?9 

e -quelli della normale alla superficie ^ nel punto medesimo (che 
suppongo appartenere all'intersezione di queste due superficie 9 e *) 
essendo similmente proporzionali a 

d ^ y d ^ :(^ d ^ 

d X ^ ti' d u^ u' du ^ 

e ciò qualunque sieno i valori attribuiti alle costanti k ed H che 
determinano le superficie medesime, se l'accennata ortogonalità ha 
luogo, dovrà aversi: 

do 8_^ , /_+^ ^ d^ _ 
d x' d X u^ ' d u' du 

ossia : 

dx ex cudù ^ ^ 

Questa è veramente soddisfatta, poiché, se ^(x,u) = H è in- 
tegrale completo della (9), deve l'eq."* 

d ^ , ^ * du 

d X d u ' d X 

equivalere alla (9) stessa, essendo sparita la costante H per effetto 
della fatta derivazione. Epperò sussisterà la relazione identica 

d (f d ^ 

d u d X 

T9"~~"àT^ 

d X d u 

che coincide appunto colla (io). Pel punto (x,^, ;;;) considerato i 
valori di x ed u non sono arbitrari, ma dipendono da quelli attri- 
buiti ad H t k. Ora, siccome la (io) ha luogo indipendentemente 
dai valori di x ed u, come s' è visto, ne viene che la perpendico- 
larità delle due normali in discorso si verifica per un punto qua- 
lunque che sia comune a due superficie appartenenti a quelle due 
famiglie, come venne asserito. 

Come applicazione delle formole (7) (9), che, insieme alla 



\f >'* + ?* = «> vengono a rappresentare le trajettorie ortogonali cer- 
cate d'un sistema di superficie di rotazione intomo ad uno stesso 
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asse, supponiamo che si tratti del caso semplicissimo in cui tali 
superficie sieno sferiche e concentriche. 

Il parametro k variabile sarà qui il raggio loro, e supponendo 
che l'origine degli assi venga collocata nel centro comune, l'equa- 
zione (4) generale di tali sfere sarà jc* + >* + ^* = ^^ onde avremo 
(p {Xy ti) = a:* + w*. 

La (9) si riduce qui ad essere : x . -1— = w, che, integrata dà 

a X 

— = if. Pertanto le richieste traiettorie si avranno considerandole 

tre eguaglianze: 

;j = my, u = Hx, u = \// + ?% 

e l'eliminazione di u fra di esse ci dà come equazioni ordinarie 
delle stesse 

Tali traiettorie sono dunque le intersezioni d'una superficie 
conica qualunque^ purché di rotazione intomo ad Ox, con un piano 
qualunque passante per quest' asse. Dunque tali linee non sono altro 
che le infinite rette che si ponno immaginar condotte per l' origine, 
centro comune di quelle sfere, come era da attendersi. 
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ESERCIZII 

RIFERIBILI AD EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIAU 
DEL 1." ORDINE, LINEARI. 

L'equazione differenziale 

a11 + bI^ = C (I) 

fra le variabili x,^, :;;, delle quali le prime due vengono assunte 
come le indipendenti, la terza come la dipendente, variabili di cui 
le quantità A, 5, C sono date funzioni, si integra considerando il 
sistema seguente di due equazioni differenziali ordinarie del i.° or- 
dine fra le variabili stesse, ma dove una sola di esse è riguardata 
come la principale, le altre due come dipendenti: 

d X dy dz , v 

Questo modo di scrittura permette di scegliere a piacimento, 
e quindi nel modo più conveniente, la variabile principale: ove si 
assumesse come tale la x, le eq.°* ora scritte prenderebbero la forma : 

a//-==B, A.^^ = C. (3) 

dx dx ^''^ 

Cosi dunque l'integrazione della (i) dipende da precedenti 
nozioni. 

Le (2), integrate, daranno luogo a due risultati come i se- 
guenti : 

9{^yy^K) = H, ^{x,y,7^ = K (4) 

ove H t K sono due costanti arbitrarie, quelle appunta che com- 
petono alle due eq.°' (2) alle derivate prime. 
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Per passare dalle (4) all'integrai generale della (i) proposta 
devesi però supporre che l'una di esse costanti sia una funzione 
arbitraria F dell'altra, cioè K=^ P^H). Allora, eliminando la 7/ fra 
quelle due relazioni (4), si giunge al risultato richiesto. 

Dunque 

K^>>'>0 = ^[9(^>>>0L (5) 

ove la forma della funzione F è affatto arbitraria, più in ge- 
nerale: 

ove la forma di 4> è del pari in nostro arbitrio, sarà l'integrale 
generale richiesto della data equazione (i) alle derivate parziali. 

Alla (5) o alla (6) si arriva anche riguardando nelle (4) le 
Hy K come funzioni d' uno stesso parametro a, che debbasi poi eli- 
minare. Giacché, avrebbesi cosi: 

L'eliminazione indicata darebbe: 

K'^>>>0 = (*|^^[?(^.y>Ojj> . (7) 

ove si supponga d'aver ricavato a dalla prima delle relazioni pre- 
cedenti, talché sia 

Ma X, e quindi anche $, ha una forma arbitraria: ed altret- 
tanto avviene della funzione |a. Dunque la (7) può sempre esser 
scritta come lo é la (5) antecedente, e cosi ricadiamo nel risultato 
già ottenuto (5), oppure (6). 

Che la (5), ovvero la (6), costituisca (veramente una solu- 
zione, ed evidentemente la soluzione generale, dell'equazione pro- 
posta alle derivate parziali, si può riconoscere nella maniera che qui 
sotto si indica. 

Si derivi la (5) parzialmente rispetto ad x una volta, rispetto 
ad y l'altra, ritenendo sempre la Ti come funzione implicita di en- 
trambe. 

Allora si hanno le: 

|l+|l|i=r(rt.r|i+|i|il 

dx ^ dx.ox ^^■' \cx ' d^dx\ 
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Eliminando da queste due eguaglianze la funzione F' (9), che 
è la derivata di jF rispetto alla componente 9, funzione che è essa 
pure necessariamente arbitraria, si ha: 

Xdy'^d:^ dy] \dx^di dx]~''' 



ossia : 



(8> 



\dtdy dy dxJ'dx'^Xdx di d^ dxj'dy 

d^ 89 dj^ £_£ 

~dy dx dx dy 

Ma, per il fatto che le (4) sono integrali completi delle eq.°* 

dif." simultanee (3), assumendo, per esempio, la x quale variabile 

indipendente, avremo che i valori di -7^ e -j^ tratti delle equa- 
zioni seguenti: 

89,8? i^ 89 d^_. d^^.djf dy_ d^ ^_o 
dx'^dy'dx'^d:(^'dx~ ' d x'^ dy ' d x"^ di' dx~^ 

soddisfanno le (3) stesse, e quindi avremo anche: 

dx ' dy di dx ^ dy di - 

Da queste due relazioni identiche si deduce che le Ay B, C ponno 
venire espresse come segue a mezzo d'una quantità indeterminata mi 

A = (^ ^ _ ^ ^ì 
"~ \dy di di dy) 

^~'^\diTx~dlc'dl] 

C= (^ 84;_89 djA 
~ \dx dy dy dx)' 

Sostituendo i valori di questi binomi nell'equazione (8) or 
ora ottenuta, e semplificando per il fattor comune — , essa diviene 

e coincide cosi colla stessa eq.'* dif.^ proposta, come dovea essere. 
È vero dunque che la (5), o la (6), è Tintegrale generale della 
stessa, che si cercava. 
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L'equazione alle derivate parziali 

dx dy ex. 

fra le quattro variabili x^y, :j, u^ di cui le Ay B, C, D sono date fun- 
zioni e delle quali le prime tre vengono assunte come le indipen- 
denti, si integra, in modo analogo a quello tenuto riferibilmente 
alla (i), considerando il sistema di tre equazioni alle derivate or- 
dinarie del I.** ordine 

dx dy dx du ,. 

Se l'integrazione di queste conduce alle equazioni 

? {x>yy ^, t4) = Hy ^ (x,y, i, u) = K, Y {x,y, ^, u) = I, 

ove Hy Ky L sono le tre costanti arbitrarie che alle (io) competono, 
si otterrà l'integrale generale richiesto della (9) col supporre una 
di tali quantità funzione arbitraria delle altre due, per esempio 

L = F{HyK).- 
AUora l' eliminazione di Hy K fra tali relazioni darà 

Y {Xyyy ly U) = FU (Xy J^, ^.^ U)y ^ (X, JK, T^y U)^y 

oppure : 

^^m^^)'»^,^^ ^{XyyyX^yU), ^ (Xy yy ^^y U')\= O (il) 

come integrale generale della eq.°* dif.^ (9) proposta. La forma della 
funzione F, o quella della 4>, è arbitraria. 

A questo risultato si giunge anche supponendo più in gene- 
rale che le Hy Ky L sieno funzioni arbitrarie di dtic parametri a, p, 
talché sia 

?(^J'>^.«)=^(«.P). K^>J'>^>«)=I^(«>P)' lÌXyyy:iyU) = y{pLyi^')y 

ed eliminando poi le (a, p) da queste tre equazioni. Se infatti si 
immaginano risolte le prime due relazioni rispetto ad a, p, si avrà 

ove le funzioni £, -^ vivranno forme pur esse arbitrarie. 
Sostituendo dlora tali valori nella terza, si avrà: 

G. ToMASELLi, Eserciti sulle equa^. dilfereniìali. 21 
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e, stante l'arbitrarietà anche della forma della v, quest'ultima egua- 
glianza può scriversi T = -F(?, '|)> ove la jF ha essa stessa una 
forma qualsivoglia. Questo risultato coincide appunto con quello 
superiormente ottenuto, osservando che 9, ;[/, y sono le funzioni de- 
terminate delle x,y,:(^yU che si sono dianzi ottenute. 

Affatto similmente si integra pure l'equazione alle derivate 
parziali del i.° ordine 

fra le n + I variabili x^,x^y...x„yU, delle quali le prime n sono 
ritenute come indipendenti e la w come la dipendente. 

I coefficienti A^,A^y,,.A^, del pari che 5, sono funzioni 
date di tali variabili. 

Basterà perciò integrare il sistema di n eq." dif." alle deri- 
vate ordinarie, del i.° ordine, fra quelle stesse «+ i variabili: 

dx^ dx^ _^ dx^ d_u , . 

A ~ A ~i:~~B' ^'^^ 

Supposto che il sistema degli n loro integrali sia il seguente: 
?i(^x> ^.> • • --^o «*) = ^., ?a (x,, x„ . . . X,, tt) = 7?,, . . . 
9nix^,x^,.,.x^,u)=-H^y 

e che in seguito una qualunque di queste costanti H venga rite- 
nuta funzione arbitraria delle altre» — i, 1* eHminazione di queste 
ultime dà luogo all'integrai generale della (12). 

Esso potrà dunque scriversi nel modo che segue: 



pure : 

^\9i(p^t^x^y...x,,u), ?,(x,...,tt),...9n(x,,...,«)l=o,...(i4) 



Esercizio 43.*^ 
(Boole, pag. 358 e pag. 482). 

Integrare 1* equazione alle derivate parziali 
di y 



dx x-\-i* 

/Google 
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. -e quella 



•"•8.+^-Fy='"-v-'+/ 



ove ;n è una data costante. 



L° Integrazione dell*eq.°* difJ' 

3x ^ + :(' 

Seguendo la via esposta precedentemente pel caso generale 
in cui tre sono in tutto le variabili, due delle quali indipendenti, e 
scrivendo addiritura le eq."' dif." (3), queste saranno nel presente 
caso : 

giacché si ha qui 

J=.x + i, 5 = 0, C = y, 

Tali equazioni forniscono: 

y=H, (x + 0.^ = ^ 

^ l'integrale completo di quest'ultima risulta 

2 ;C=if. log (x + H+O' + ii:. 

Epperò le (4) 4^1 caso nostro potranno venir poste sotto le 
forme seguenti: 

y = H, 2:^—yAog(x+y-\-iy = K 

Quindi l'integrale generale domandato dell'eq."' proposta alle 
-derivate di ;(, sarà: 

2 1 — y . log(x +jy + 0' = F(j), 

ove F è una funzione qualsivoglia. 

— A questo risultato, facilmente verificabile colla derivazione 

rispetto ad at, con cui si ottiene senz' altro la eliminazione di F ( j'), 

sì può giungere anche altrimenti. 

dz 
Siccome nell'eq."* proposta non entra che la sola -—-, così 

€ssa può venir riguardata come un'eq."* dif.*' ordinaria fra le va- 
riabili X, ^ dovendosi considerare la y come costante. 
Integriamo adunque la 
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{ 



che coincide in tale ipotesi colla precedente 

Mutisi a tal fine la variabile indipendente da ;c a ;^, e avremo : 

, dx 

Conviene fare ora per semplicità x -j- ? = ^, ove v è una 
funzione di :( da determinarsi. Di qui nasce la seguente: 

dx dv 

dl~dl~^' 

e sostituendo questi valori, queir eq." si trasforma in: 

ossia : 

dv V -^ y 

dl^ y 

Separando le variabili, avremo: 



e integrando: 



ossia : 



y dv 

V -j-y' di "" ' 

f dv ^ 

^3^. log (y + !;)" = ;(— e, 



2 
e riponendo per v il suo valore: 

2 7i — yAog(^x+y + iy = 2C. 

Ma 2 C non deve essere una costante assoluta; per la gene- 
ralità deve essa considerarsi come una funzione arbitraria di y^ la 
quale, quando si differenzia rispetto ad ;c, scompare al pari di C 
costante; epperò avremo come integrai generale richiesto: 

2 ^ — > . log (x + > + ^y = F(y), 

risultato questo che coincide con quello dianzi ottenuto. 
IL*" Integrazione dell' eq."* dif.'* 



^■lì-^y'^=--^-'+y'- 
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Le equazioni alle derivate ordinarie che serviranno alla inte- 
grazione della medesima, sono qui: 

d X dy dz^ 

ossia, assumendo x come variabile principale: 

y d X X dx X ^ ^ 

La prima ci dà ^ = Hx, e la seconda in causa di questo va- 
lore di y diviene : 

dx 

•e quindi: 

:^=m.\ii'\-H\x + K. 

Gli integrali di quelle due eq.°* simultanee ponno dunque es- 
5er posti sotto la forma: 

Pertanto l'integrale generale, domandato, deireq." alle deri- 
vate parziali in questione sarà il seguente: 



- = m.\/*'+y+FQ. 



Se le x,^, ;(, legate da questa equazione, si riguardano come 
le coordinate d'un punto dello spazio riferito a tre assi ortogonali 
fissi, essa equazione viene a rappresentare una famiglia di super- 
ficie che godono rimarchevoli proprietà, famiglia che nasce dal mu- 
tare in infiniti modi la forma della funzione F, pur tenendo fisso 
il valore di m. 

Infatti se si suppone che le x^y variino, rimanendo legate 
dalla relazione 

y==hx, 

ove h è una costante qualsivoglia, Teq."* precedente fornisce 

:( = w . V I + *'. ^ + f (*), 
che, è della forma 

se p e q indicano due costanti. Ottengonsi per tal guisa punti 
1 appartenenti ad una qualunque fra tali superficie! che si trovano 
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su di una retta, la cui projezione sul piano xy passa per T origine. 
E siccome tanto avviene per qualsiasi valore di h, concluderemo 
che quelle superficie sono rigate. 

Potremo anzi dire che la intersezione di una delle superficie 
in discorso con un piano qualsiasi passante per Passe delle :( è una 
retta, rappresentata dalle equazioni ora scritte: e queste ci dicono 
di più che la direzione di tal retta è la stessa per tutte le superficie 
che si ponno ottenere facendo variare la F, purché m rimanga in- 
variato, e sempre considerando uno stesso piano segante. Le infi- 
nite generatrici cosi ottenute saranno adunque tutte parallele fra 
loro, quando corrispondono ad uno stesso valore di A, quando cioè 
sono tali da projettarsi sul piano xy lungo una medesima retta 
uscente dall'origine. 

I coseni di direzione di una di tali generatrici saranno pro- 
porzionali alle quantità 

I, h, mfr+P 

e i veri coseni di direzione saranno per conseguenza: 
I h ni 



\li+h\\ji-\-m'' ^i +h\ fTtm^ ' gl'i- 



ni 



Appare dalla semplice ispezione di questi ultimi che il terzo- 
coseno di direzione è indipendente da A e quindi costante. 

Dunque le generatrici di tutte quelle superficie formano col- 
l'asse delle Ti un angolo w costante, tale che: 

m 



cosw = 



Una qualunque di queste superficie può dunque immaginarsi 
generata dal movimento d'una retta che, incontrando costantemente 
l'asse delle :(, forma con esso un angolo costante, movimento as- 
soggettato del resto ad una legge affatto arbitraria; questa legge 
potrebbe venir determinata dalla condizione seguente: dovere la 
retta stessa incontrare continuamente una data linea piana o gobba. 

In base a tutte queste Condizioni si può verificare anche per 
via diretta che il luogo di tali rette è appunto una superficie rap- 
presentabile dall'equazione precedente 

Alla famiglia di queste superficie debbono necessariamente" ap- 
partenere il cono e l' elicoide gobbo. Se infatti si specializza la forma 
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della funzione F, supponendo 

jF I i. j = ^ . arco tang - , (a costante) 

quell'equazione diviene 

:(^=fn.\lx^ -fy + a . arco tang - , 

che rappresenta appunto un elicoide gobbo. E quando si supponga 
di più che sia fl = o, cioè FI — j = o, abbiamo la superficie rap- 
presentata da: 

che è notoriamente il cono di rotazione intorno ad 0;(, le cui ge- 
neratrici formano con tal asse un angolo la cui tangente è — , e il 



m 
cui coseno è per conseguenza ^ come dovea essere. 

V I + 'w' 

Esercizio 44.° 
(Boole, pag. 482). 

La normale in un punto qualunque d'una superficie incontra 
la retta rappresentata dalle equazioni 

- = 1. = ^. 
/ tn n ' 

Vuoisi l'equazione differenziale di tal superficie e quella in 
termini finiti della stessa. 



L'equazione dif.'* richiesta è fornita dalla condizione di in- 
contro della retta data colla normale in un punto qualunque (x,y,:0 
della superficie. 

Poiché i coseni di direzione della prima sono proporzionali, 
per dato, ad Iffn^n, quelli della seconda alle quantità 

dx' dy' 
e la retta data passa pel punto di coordinate 0, o, 0, la condizione 
suindicata risulta essere: 



X 


y 


Z. 






dx 


m 

Si 
dy 


n 
— I 


= 0, 
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che, sviluppata, diviene: 



a^ 



d^ 



(^ny — tn^).^'\-Ql — nx').j- 



m X — ly. 



Questa è l' eq."* alle derivate parziali che rappresenta differen- 
zialmente la superficie cercata, anzi tutta una famiglia di superficie. 
Per integrarla, considereremo il sistema di due eq."* dif." simulta- 
nee, alle derivate ordinarie: 

dx ___ dy dz, 

ny — mx, l^ — nx tnx — ly* 

e in luogo di integrare queste col metodo ordinario, riguardando 
per esempio y t [ come funzioni di x, sarà più semplice, per la 
simmetria delle formole, introdurre una nuova variabile v, di cui 
le Xy 7, X. saranno funzioni, bastando supporre per esempio a tal uopo 

ove la funzione / può esser stabilita ad arbitrio. 

Indicando allora con accenti le nuove derivate, avremo: 

ÌL—yL ÌL—^ 
dx x'' dx~x 

e quelle eq."* dif," si potranno scrivere come segue 

X' y 



ny — mz, /;( — nx mx — ly* 

2l queste devesi poi intender unita la x=^f(v) precedente. 

Indichiamo ognuno di questi rapporti con X, che sarà una cena 
funzione di V, e avremo le equazioni stesse sotto la forma seguente: 

x'= X . (ny — m:0 

y'^\,Ql-nx) 

:^' = X. (inx — ly'). 

Moltiplicando ordinatamente queste ultime per l^niyn e som- 
mando, si ha: 

y ^ 

lx' + my'+n:(;='k. 



X 

l 
l 



m 
m 



n 
n 



= 0. 



Moltiplicando le stesse invece ordinatamente per x, 3^, :t ^ som- 
mando, si trova: 

X y Ti 

xx' + yf'f'7iz:^'k. 



l 

X 



m 

y 



n 



o. 
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Epperò alle superiori eq."* dif." nostre potremo sostituire le 
due seguenti, semplici e simmetriche: 

Ix + my' '\' w;^' = 

ove \ più non entra. 

L'integrazione di queste si compie direttamente e conduce, 
qualunque sia la natura della funzione / più sopra introdotta, alle 
relazioni seguenti: 

Ix + my + nz,= H 

ove K t H sono le due costanti che competono al sistema consi- 
<lerato. 

È facile verificare che queste relazioni costituiscono gli inte- 
grali generali, che ci occorrevano, delle antecedenti due equazioni 
dif." simultanee; e qui non devesi più oltre tener conto della fatta 
sostituzione x=/(v), destinata soltanto ad agevolarne la ricerca. 

Per ottenere l'integrai generale della superiore nostra eq."* alle 
derivate parziali della superficie domandata, non avremo che a siip- 
porre iT = f (i7), ovvero 4> {H, iT) = 0, e mettere per H t K quei 
valori. 

Esso integrale sarà dunque il seguente: 

^llx + my-^-nTi, x' + y' + :^M = o, 

ove la forma della funzione 4> è arbitraria. 

Le superficie rappresentate da questa equazione sono, come 
era da attendersi, tutte le superficie di rota:^oue che hanno per asse 
la retta data uscente dall' origine, qualunque sia la natura delle loro 
linee meridiane. Infatti, è noto come per una superficie di rota- 
zione qualunque sussista la proprietà, che: la normale alla stessa 
in un suo punto è anche normale ordinaria per la linea meridiana 
in esso punto, e incontra quindi sempre l'asse di rotazione. 



EsEKCizio 45.° 
(Tesi proposta a Nancy). 

Integrare l'equazione alle derivate parziali: 

,-^aT+(-/)-|f+C.-,0.|f+(*-...).|^=o 
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fra le 5 variabili x, y, ;(,«, T, l'ultima delle quali è riguardata come 
la dipendente: a t h sono date costanti. 



Se il 2.° membro, in luogo di esser 0, fosse una data fun- 
zione X di quelle cinque variabili, sappiamo che dovrebbesi consi- 
derare il sistema di 4 equazioni differenziali ordinarie, simultanee: 

dx _ dy dx, _ du _dV 

x_ -^ i-^f-^ a — yC~b — yii''~' 

y 

ove una di tali 5 variabili va assunta come principale, le altre come 
da essa dipendenti. 

Poiché la scelta è arbitraria, conviene qui per semplicità as- 
sumere y quale variabile indipendente: e le 4 equazioni in discorsa 
saranno cosi: 

dx X dx, CI — y^i 

dy~ y^^—y^y dy~ i — /' 

dti b — yu d V jr 

dy I — y ' dy ^ i — y 
ossia : 

I dx _ I d:^ __ — y a 

xd^-^ydi-yy rfy-i_/^ + l— 7' 

du — y . b d V 1 

Ty~i — y^ ' I— /' dy ^ i — /' 

Le prime tre fra queste sono tosto integrate isolatamente,, 
poiché appartengono a due tipi ben conosciuti, anzi la terza dedu- 
cesi dalla seconda mutando semplicemente :j in u ed a in b. 

Avremo quindi: per riguardo alla prima: 



cioè: 



iog5;=|j;r^)=J(^-7^)'^' 



log 5^= log - 



ossìa: 



ove if, è una costante. 

Per riguardo alla seconda eq."* dif.'* : 

ove C é una opportuna funzione di y. Questa deve esser tale che 
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si abbia: 

d C a 

e quindi sarà; 

' J(i— yT» '^^i—y^' 

talché avremo: 

ove i/j è un' altra costante. 

Per riguardo alla terza eq.°* dif.^% avremo similmente: 



u = H^.\l I— / + by. 

E cosi, risultando x, :j, w determinate funzioni di y (a parte 
l'arbitrarietà delle costanti H^,H^,H^ con cui risultano formate), 
ne viene che jr sarà essa pure una funzione conosciuta di 3^ e di V. 
Pertanto si potrà in allora integrare anche 1^ ultima fra quelle eq."* 
dif.", che diverrebbe cosi una eq."" dif.*' ordinaria fra le variabili y 
e. V, Il suo integrale completo supponiamo che sia 

ove H^ è una nuova costante qualsiasi. 

Abbiamo qui poste in evidenza le H^^H^yH^^ provenienti dai 
valori di x,^yU che debbono in generale venir sostituiti; ma po- 
tremo far sparire ancora queste tre costanti, ricavando dalle prece- 
denti equazioni i valori di H^^H^yH^ espressi mediante x,^, ;(, w: 
talché l'eguaglianza stessa 

si potrà anche porre sotto la forma: 

Ciò premesso, sapendosi che l'integrale dell'equazione diffe- 
renziale proposta, il cui secondo membro sia ^, non è altro che 
4>(i/„i?„H3,i/^) = 0, 

ove per H^.. .H^ sì intendano posti i loro valori ricavati dalle for- 
mole trovate dianzi, l'integrale stesso risulterà essere: 

L y VI—/ VI—/ J 

ove 4> è una funzione arbitraria. 

Ma in questo caso speciale è veramente X = ^ P^^ ^^ ^^^^ 
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equazione differenziale; dunque si ha: 

-- = 0, F=H.. 

dy * 

Pertanto l'integrale cercato sarà: 

Jx ^^~^' ^-^^ "-h f1=o 

ossia : 

la cui esattezza è facilmente verificata facendo le derivate parziali 
di F rispetto alle 4 variabili indipendenti x, _y, ;(, « ed eliminando 
dalle quattro relazioni, che cosi si ottengono, le derivate parziali della 
funzione V rispetto alle tre componenti d'onde risulta. Il risultato 
di tale eliminazione coincide appunto coli' eq."* dif.** data. 



Se invece si considerasse l'eq." dif.^' per la quale è 

F' 



X = ^. 



I àF 7 

la a= — ^ — 

dy I — V 
diverrebbe 

dF r 



dy-x^ii-yy 
e ponendo per x* il suo valore testé trovato 



avrebbesi la seguente equazione 

r . dy-H:f' 

I ossia : 

L _i_ d_F i_ i] 

F*'dy-Hr/\ 

da integrare. Il suo integrale completo sarà: 

Riponendo per H, il suo valore, nascerà la: 
H---—JL.— 



Digitized by 



Google 



del I.* ordine, lineari. 335 



il cui secondo membro è quella funzione che fu in generale indi- 
cata col simbolo (A. 

L'integrale generale domandato si avrebbe in tal caso nella 
relazione seguente 

ove per H^^H^^H^ si pongano i valori trovati, espressi colle cin- 
que nostre variabili. 

Talché l'equazione alle derivate parziali del i.° ordine (ana- 
loga alla data): 

avrebbe per integrai generale 

ciò che può esser verificato nel modo più sopra indicato. 

Esercizio 46.° 
(Sturm ; Cours d'Analise pag. 1 90). 

Abbiasi una retta ed un punto fisso su di essa. Determinare 
una superficie tale che : il piano tangente in un suo punto qualun- 
que M seghi quella retta in un punto P che sia equidistante dal 
punto di contatto e dal punto dato O, talché si abbia costantemente 

OP=MP. 



Possiamo assumere per semplicità il punto dato 0, come ori- 
gine di tre assi ortogonaU e disporre l'asse delle :j coincidente colla 
retta data. 

L'equazione del piano tangente alla superficie nel punto M 
di coordinate Xyj^:^ (appartenente alla stessa) essendo 

z-, = (x-.).|i+(r-,)fl, 

ove X, y, Z sono le coordinate correnti, la parte di asse delle :^ 
che viene intercetta dal piano stesso sarà data da 

Questo trinomio costituirà dunque il valore di OP, come é 
manifesto. 
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E poiché le coordinate di M sono x^y^:^^ e quelle di P sono 



dx ^d 

la distanza di questi punti sarà espressa da 



"• "• ^-*ri-^87' 



^''+f+('U+yW' 



epperò MP avrà per valore questo radicale. 

Ciò posto, per la condizione espressa nel problema, si dovrà 
avere per ogni punto della superficie immaginata: 

Il doppio segno non è causa di difficoltà veruna, giacché ba- 
sta che la 0P= MP sussista per riguardo ai valori assoluti di 
queste due distanze. 

Potremo quindi sostituire rigorosamente all'eq."* ora scritta 
la seguente: 



ossia : 



quindi avremo l'equazione alle derivate parziali lineari, del i.** or- 
. dine, fra le variabili jc, y, jj: 

. dx ' ^ dy i 

che rappresenta differenzialmente la superficie cercata, e che dob- 
biamo Integrare. 

A tal uopo considereremo il sistema di due eq."* dif." simul- 
tanee: 

dx dy _ ^'d:(^ 

2x 2y :(^ — X* — y* 

e assumendo x come variabile indipendente, avremo tosto da una 
di esse y = Hx. Questo valore, sostituito nel terzo rapporto^ for- 
nisce Teq." dif.^* ordinaria fra ^ e :;;: 



>.2 9 



dx 
che è omogenea. 



2*^.^ = ^'-(i+H')xS 
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Posto ora :(^ = tXy ove t è una nuova variabile, quest'ultima 
equazione si trasforma in: 

ax ' 
il cui integrale completo è 

log(i + H* + n + logx = logi^, 
ossia: 

o, riponendo per t il suo valore — : 

Essendosi trovato or ora, relativamente a quel sistema di due 
equazioni simultanee, che ha luogo la y *^ Hx, potremo anche 

porre in quest' ultimo risultato al posto di H il suo valore — , e 
cosi si avrà: 

X 

L'integrale generale, che cercavasi, di quella nostra equazione 
alle derivate parziali sarà dopo ciò: 

cioè, ponendo per H e K ì relativi valori: 

ove la forma della funzione F è arbitraria. 

La presente equazione rappresenta tutta una famiglia di su- 
perficie che godono della proprietà richiesta. 

— Se si suppone come caso particolare F j - j = costante = 2 a, 
la superficie è rappresentata da 

ossia da 

quindi è una sfera avente il centro sull'asse delle x e raggio arbi- 
trario, tangente al piano y 7^. 

— Se, come altro caso particolare, si specializza la forma 

della funzione F per modo che sia FI — j = 2 J.^, ove b è 



una 
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costante arbitraria, la superficie cercata viene invece rappresentata da 
ossia da: 

quindi trattasi qui pure d'una sfera, la quale però è disposta in 
modo da avere il centro sull'asse delle y^ raggio arbitrario, e da 
essere tangente al piano x:;^. 

Questi risultati ricevono geometricamente una facile conferma. 



Affatto similmente si può trattare il problema, analogo al- 
l'esposto, e proposto esso pure dallo Sturm (luogo citato): data 
una retta ed un punto fisso su di essa, determinare una superficie 
tale che: il piano tangente in un suo punto qualunque Af seghi 
quella retta in un punto P, che disti dal punto fisso quanto ne 
dista il punto di contatto stesso, talché si abbia costantemente: 

OP=OM. 

Colla precedente disposizione d'assi, questa condizione viene 
analiticamente espressa da 

essendo allora O M nuli' altro che il raggio vettore stesso del punto 
M. Questa eq." dif.'* della superficie cercata può anche scriversi : 

ove tanto l'uno che l'altro segno debb' essere mantenuto davanti 
al radicale. 

Le corrispondenti equazioni alle derivate ordinarie: 

dx dy rfj( 

danno : 

Quest'ultima eq." dif.", integrata, fornisce: 



oppure: 
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od anche, se con K sì indica una nuova costante, in luogo della K^ : 

y 
Se al posto di H si ripone il suo valore or ora trovato — , 

si avranno da ultimo come integrali delle precedenti due eq."* difj* 
simultanee le relazioni seguenti: 

Perciò l'integrale generale di queir eq."* alle derivate parziali, 
cioè Peq." d'una delle superficie cercate, sarà: 



:i±\lx'-\-y' + l' = F^^^, 



ove F è una funzione arbitraria, ed ove tanto l'uno che l'altro 
segno deve venir conservato, dietro quanto fu premesso. 
Quest'eq."* stessa potrà anche scriversi: 

ed equivale quindi alla seguente: 



ossia : 



C+/„f(i)-.,.f(^). 



Quest'è l'equazione più generale, in termini finiti, d' una delle 
superficie richieste, per ogni punto della quale sia P = M. 
L'esattezza della stessa si verifica tosto differenziando parzialmente 
la medesima rispetto ad ;c e ad _y dalle quali la ^ dipende, ed eli- 
minando dalle tre relazioni che cosi si hanno le funzioni -F ed F', 
Il risultato è appunto la doppia eq."' difJ' da cui partimmo. 

Se si suppone, come caso particolare, FI — j == — a, ove a è 

una costante qualsivoglia, l'equazione precedentemente trovata di- 
viene : 

2ai + a' = x^ + y\ 

che rappresenta un paraboloide di rotazione intorno ad 0:(, il cui 
foco coincide coli' origine degli assi, cioè col punto fisso ; esso pa- 
raboloide può esser diretto tanto nel senso delle 7^ positive che in 
quello delle x. negative. L'esattezza di una tale conclusione è palese^ 
attesa una nota proprietà della parabola. 

e. ToMASELLT, Eserciti sulle equa;;^. iifereniìali. 22 ^^^ 
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Esercizio 47.° 
(Tesi proposta a Marsiglia). 

La tangente MT condotta da un punto qualunque- M d'una 
superficie ad una sfera data, di raggio fl, è in un rapporto costante 

— colla media proporzionale fra la distanza OP del centro O dì 

A 

questa sfera dal piano tangente la superficie nel punto M e la lun- 
ghezza MN della normale in tal punto alla superficie, intendendo 
che questa normale abbia un suo estremo nella sua traccia N sopra 
un piano diametrale fisso della sfera. Richiedesi: 

i.°: l'equazione della superficie nel caso generale, 
2°: l'equazione della stessa nei casi particolari in cui sìa 
>. = I, o sia nullo il raggio a della sfera. 



Assumiamo una terna di assi ortogonali cosi disposti che: la 
loro origine coincida col centro della data superficie sferica, la quale 

avrà cosi per equazione 
X*+ Y' + Z'=a\ 

e che il piano xy coincida 
col piano diametrale fisso 
di tal superficie, che vuoisi 
considerare. 

Se Af è un punto 
qualunque della superficie 
che si cerca, sia M T una 
delle infinite tangenti con- 
dotte alla superficie sferica 
da tal punto, e T il punto 
di contatto; sia inoltre MN 
la normale alla superficie 

richiesta in M, ed iV il suo punto di incontro col piano diametrale 

fisso XV. Conduciamo infine le rette T, M, 
Posto 

M T = t lunghezza della tangente, 

M N = n » della normale, 
e detta/) la distanza dell'origine dal piano tangente la superficie 
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in M, cioè posto p =z O Py la media proporzionale di cui si parla 
nell'enunciato del problema è data da ^np. 

La proprietà che deve aver luogo per ogni punto, come M, 
è adunque contenuta nella relazione 

t I 
^np~'^ * 

Ora, se ^,^, ;( sono le coordinate del punto M stesso, il trian- 
golo M Ty rettangolo in T, ci dice tosto essere : 

giacché la sua ipotenusa è lo stesso raggio vettore del punto Af. 
Sappiamo inoltre che 

di dTj 



P = 



f-^MW ' 



« quanto ad n, ci sarà dato dalla formola 

n'=^(.^-\y+(iy-yoy+z\ 

se x^,y^ sono le coordinate dal punto N. 

Ora, queste ultime sono fornite dalle equazioni della normale 
in M alla superficie, 

X — x Y — y Z — i 

d^ a^ - _i > 

d X dy 

facendo Z = o, sicché si ha: 

, d^ , dz 



e per conseguenza riesce 
talché sarà 



"■=4-*-Ì)"+(lf)l' 



ove il segno nel 2,"^ membro dovrà esser scelto opportunamente 
perchè np dovrà, in generale, riescir positivo. 

Air eguaglianza 

t __i 

\]ltp ^ 
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possiamo sostituire, senza maggior generalità, la seguente: 

che esprime la stessa proprietà richiesta da) problema, ossia 

rt'=np. 

Non ci resta altro che porre qui per /' ed n,/> i valori più 
sopra trovati, osservando che il prodotto np deve essere in gene- 
rale positivo perchè positivo sarà /*, supposto che la tangente con- 
dotta esista realmente. Se per altro il quadrinomio che costituisce il 
valore di /* riescisse negativo, altrettanto dovrebbe essere di np. 

Avremo cosi ad ogni modo l'equazione 

e questa sarà l'eq." dif.^" della superficie cercata, dove si il segno- 
superiore che l'inferiore deve esser conservato. 

Dobbiamo dunque integrare l' equazione alle derivate parziali : 

*Tx + ^-87-^ + ^- 1 ' 

e, ponendo 

jj: X* = m, 

potremo considerare V unica equazione 



ossia : 



ove m può esser perciò tanto positivo quanto negativo. 

Il corrispondente sistema di eq.°* dif." simultanee fra le va- 
riabili Xyy,:(^ sarà: 

dx __dy ^'d^ 

X ^ y ""fw(x^-f-y) + (i + m);(* — ma*' 
Assunta la x come variabile principale abbiamo subito da una 
di esse: 

y = Hx, 

ed usando quindi di questo valore, avremo quest' altra eq."* dif.*' or- 
dinaria fra le variabili x, :(: 



x:j^^==w(i+H').x'+(i +m);(* — ma' 
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Essa è della forma: 

•che non è omogenea (a meno che fosse a = o nel caso nostro, 
cosa che per ora escludiamo). 

L'eq."* (a) può integrarsi in due modi: cioè: 
i.*": col metodo della varia:(ione della costante. 

Infatti l'eq." 

^ dx 
omogenea, dedotta dalla (a), ha per integrale completo 
Ax' + {B—i):C = M.x'^, 

ove M sarebbe una costante. Qui dovremo ora supporre M fun- 
zione di X (da determinarsi) onde questa relazione divenga integrale 
della (a). Differenziando la stessa in questa ipotesi e introducendo 
poi per M il valore che da quella si ricava, ottiensi: 

^dx ' ^'2 (5 — i) dx 

Quest'ultima dovendo coincidere colla stessa (a) superiore, 
concludiamo dover essere: 

x'^+' dM _^ 

2(5—1)' dx ~^' 

quindi : 

^ = 2C(5-i).x-'-«. (P) 

che fornisce 

talché, sostituendo questo valore nell'equazione antecedente, si avrà : 

Ax^ + {B-i)i^=^i_x-B) + K.x^^ (r) 

ove K è una vera costante arbitraria. Questo è l'integrale generale 
Jella (a). 

— Quest'ultimo risultato va modificato nel caso in cui sia5=o. 

Infatti in allora la (P) diviene 

dM 2C 

dx~ X ' 
<he dà: 

M= — C.logjc'+iì:, 
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talché, sostituendo al debito posto, si ha: 

quale integrale completo della (a) nel caso in discorso in cui è 
5 = 0, e questo risultato potevasi direttamente ottenere, osservando 
che qui le variabili ponno essere subito separale. 

— Quando fosse infine 5= i, l'equazione da cui partimmo 
per trovare l'integrale della (a), cade in difetto; allora si soddisfa, 
r equazione 

assumendo : 

:C = Ax\ìogx'+Mx\ 

quindi facendo variare la costante M, ottiensi 

di . a , ^ . x^ dM 
^dx ' ^ 2 dx ^ 

e questa, dovendo coincidere colla (a), per 5 = i, deve Af esser 
tale che sia: 

x' dM_^ 

^ 77 "*" ^' 
cioè 

dMiC 

dx x' • 

Abbiamo cosi in allora 

talché l'integrale completo della (a) riesce: 

:C = A x\ log x'—C + Kx\ (e) 

quando é 5= i. 

2.° : col metodo del fattore integrante. 
Se si moltiplica l'equazione (a) per un opportuno fattore e, 
funzione di x ed ^, talché essa divenga : 

e si determina $ per modo che sia: 
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cioè in modo che si abbia: 

x^.|| + (Jx' + 5^* + C).^i + (25+i).^;-o, (n) 

si avrà, come è noto: 

/(^,^) = cost. 

come integrale generale di queir equazione, e quindi anche della (a), 
ove la funzione / sia determinata in modo che sia^ 

È manifesto che $ sarebbe dato dall'integrale dell' eq." (ti) 
alle derivate parziali, ma poiché un valore qualunque di $ che ad 
essa soddisfaccia è sufficiente nel caso nostro, potremo facilmente 
determinarne uno, osservando che la (y)) stessa può esser soddisfatta 

ritenendo $ funzione della sola x, cosi che sia ^— = o. Allora in- 
fatti la (vi) si riduce a: 

X.|Ì + (25+l).$ = 0, 

che è una semplicissima eq."' dif.'' ordinaria fra x e $. 

Di questa ci basta conoscere un integrale particolare qualsiasi 
sicché si potrà assumere 



Cosi la (a), moltiplicata per questo fattore $, diventa: 

^d X 
Ciò posto, avremo 



x-'^z-j^ — Ax'-^^ — Bx-d'-^'^r^—C.x'^' + ^^^o' 

^d X ^ 



quindi : 






/ = ^^-^^.?^+xW, 



ove ci resta a determinare questa funzione ^ (^)v 

A tale scopo, derivando / rispetto ad x, si ha : ' 

e poiché questo secondo membro deve esser identico con 



Digitized by 



Google 



344 Eserciti riferibili ad equa:(ioni alle derivate par:(iali 

concludiamo tosto dover essere: 

X' (x) = — J . x'-^^— C . x-(' +^ ^, 
che fornisce: 

'-^ ^ 2 (5 — l) '25 

(ove si può ommettere la costante d' integrazione), quando sia i — 2B 
diverso da — i, e 1 -{- 2 B diverso da -{- 1, il che significa esser 
insieme B diverso da + ^ ^ ^^ zero. 

Ove fosse 5 = o, avressimo invece: 

dunque: 

xW = — 2 — <^-iog^» 

« finalmente se fosse 5 == i, si avrebbe : 

perciò : 

C 
X(x) = — ^.logx + ^. 

Sostituendo questi valori di y^ (x) cosi ottenuti, caso per caso, 
nell'espressione 

indi eguagliando / ad una costante arbitraria, si trovano cosi le 
formole seguenti: 

2 ^ • 2 (5 — i) '25 2 (5 — i) 

i;j»_ij;C*_C.10gX = -Ìii:, 

2^2 ^ 2 ' 

^^ + -^— jiogx=iiir. 

2 X 2X ^ 2 

Ed ognuna di queste equazioni riescirà pertanto un integrale 
completo della (a) precedente, secondo che è B diverso da zero e 
da + I, oppure 5 = o, o infine 5 = + i. 

I risultati ottenuti coincidono, come era da attendersi, con 
quelli contenuti nelle (y), (X), (e). 
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Essi ponno venir messi sotto la forma che segue: 

^±il-^.log*' = ii:, 

oppure, restituendo ad A,B,Cì loro valori 

w (1 + H^)y I + ^> —ma': 

V ' ^ ^ m + 1 

,,,v , , , , , ,, ( se J5 = o, vale a dire se 
^ "^ ^ ( m = — I, cioèseX=±i 

^=K l se 5 = + i> vale a dire 

o, ciò che è lo stesso, - = K. { se w = o, cioèseX = o. 

Ognuna di queste relazioni deve andar unita colla 

y=H- 

X 

antecedentemente trovata. 

Sostituendo dunque anche questo valore di H nelle formole 
ora ottenute, facendo qualche riduzione e ponendo nuovamente K 

al posto della costante — nella prima di tsst^ avremo dà ultimo 
m 

le seguenti: 

aMog;c'—(x' + / + ;^') = ■«'••• se m = — i > (9) 

^ = K ...seOT = ol 

ed ognuna di queste equazioni (6), presa insieme alla 

costituirà una soluzione generale del precedente nostro sistema di 
equazioni differenziali simultanee fra le variabili x,y,x., come è fa- 
cile di verificare. 



Digitized by 



Google 



^4^ Eserciti riferibili ad equazioni alle derivate parT^iali 

Quindi, se si pongono per i/ e K ì suesposti valori nella 
relazione 

ove è una funzione arbitraria, sarà questa l'equazione cercata e 
generale della superficie. 

Nel caso speciale in cui w = o, questa sarebbe cosi rappre- 
sentata da 



X 



(!)■ 



quindi sarebbe un cono qualsiasi avente per vertice T origine, cioè 
il centro della data sfera. Questo risultato è attendibile, giacché 
in allora sarebbe X = o e la condizione imposta dal problema si 
esprimerebbe con np = o, cioè /) = o oppure n = o. Ora, poiché 
il piano tangente in un punto qualunque di tal superficie conica 
passa per V origine 0, si ha appunto /> == o e la ricordata condi- 
zione é adempiuta. Anche il calcolo ci conduce direttamente a quel 
risultato, poiché le equazioni /> = o, « == o altro non sono che : 

delle quali basta ritenere la prima (poiché la seconda costituisce già 
una soluzione particolare di tale eq."* dif.*'), e l'integrale generale 
di questa riesce appunto 

Prescindendo dunque da questo caso in cui m = o e quindi 
anche X = o, ove si riponga per tn il suo valore, concluderemo che : 
la superficie richiesta é rappresentata nel modo più generale dall' una 
o dall'altra delle equazioni compendiate nell'unica seguente, ove i 
segni superiore e inferiore debbono dappertutto corrispondersi; 

^' + / + :C*+j^fl'=x'0=^^').*(|) (tt) 

se X é diverso da ± i. 

Essa é invece rappresentata da una qualunque delle seguenti : 

quando sia X = i, oppure X = — i. 



Digitized by 



Google 



del i." ordine, lineari, 347 



Ove si supponga 4>j^j = o, si riconosce tosto che una sfera 

concentrica colla data, di determinato raggio, soddisfa sempre al 
requisito voluto dal problema, ma dovrà essere X diverso da ± i 
affinchè si abbia una soluzione geometricamente possibile. Per esem- 
pio, se X = ± 2, soddisferebbe al problema stesso la superficie sfe- 
rica rappresentata da: 

*' + / + t' = |«S 

come è facile di verificare. 



Se il raggio a della data sfera fosse nullo, introducendo que- 
sto valore di a nelle formole (tt), (co), avressimo : 

x*-f/-f-;j' = x*0=p>'').<l>f^ì...(se X è diverso da ± i) 

come equazione della superficie cercata. Questa invece sarebbe rap- 
presentata da una delle seguenti due: 

se si avesse X==:± i. 

In quest'ultima ipotesi (flf = o, X = ± i), supponendo, come 

caso particolare, che vl-^ j sia una costante qualunque C*, si giunge 

al risultato, che : una sfera di raggio arbitrario C, avente il centro 
nel punto fisso dato, soddisfa al problema, talché si avrà per 
ogni punto di essa: 

ove r rappresenta il raggio vettore del punto stesso M della super- 
ficie in discorso, giacché in questo caso ogni punto, come T, viene 
a coincidere coli' origine stessa, e si ha / = r. Ossia si avrà per ogni 
punto M della sfera: r^^np, il che é manifestamente vero. 

ESTENSIONE DEL PROBLEMA DELLE TRAIETTORIE 
AL CASO DELLE SUPERFICIE. 

Si tratta qui di trovare una superficie (e di queste avvene 
anzi un numero infinito) la quale seghi sotto angolo costante una 
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serie di superficie date, ottenute facendo variare un parametro k 
contenuto nella loro equazione generale 

f(Xyy, 1,10 = 0. (i) 

In altre parole, per tutti i punti comuni alla superficie cer- 
cata e ad una qualunque delle superficie date, bisognerà che l'an- 
golo dei due piani tangenti, ossia quello delle rispettive normali, 
sìa costante, ed eguale ad un angolo dato. 

Considererò il solo caso in cui questo sia retto e ci occupe- 
remo quindi della ricerca d' una superficie che seghi ortogonalmente 
la data serie di superficie rappresentate dalla eq."' generale (i), va- 
lendoci a tal uopo delle coordinate cartesiane, per maggior sem- 
plicità, quantunque la ricerca stessa possa del pari eseguirsi col 
mezzo di quelle polari, analogamente a quanto si fece per riguardo 
alle traiettorie di un sistema di curve piane. 

Supponendo attribuito a jfe un valore qualsivoglia, cosi da 
aversi una determinata superficie fra quelle cui dà luogo l'equa- 
zione (i), i coseni di direzione della normale ad essa in un punto 
{Xyy.^O che le appanenga, sono proporzionali alle quantità 

a/ a/ a/ 

che saranno generalmente formate con quel medesimo parametro k : 
ma, ove si ritenga posto per k stesso quel valore che per esso si 
ricava dall'equazione (i) considerata, cioè 

valore che sarà formato colle x, j^, :^ e con tutte le altre costanti, 
che sono veramente tali, si avranno tre nuove espressioni, che 
indicherò (come altrove) con X, (jl, v, le quali conterranno appunto 
queste altre costanti diverse da i e le x, y, ;f, e saranno tuttora pro- 
porzionali ai coseni di direzione anzidetti della normale nel punto 
considerato di quella superficie. 

È chiaro di più che le \ (jl, v conserveranno questo signifi- 
cato anche se le x^y^^^ sono prese in modo qualsiasi, cioè senza che 
fra di esse passi alcun legame; in questo caso X, ,a, v sono quantità 
proporzionali ai coseni di direzione della normale, nel punto cosi 
individuato, ad una superficie della data serie che contenga tal punto, 
giacché, per la fatta sostituzione, k risulta determinato per modo 
da ottenersi appunto una superficie passante pel punto (x,^', :;;). 

Ciò premesso e richiamato (veggasi Esercizio 42.° Parte 4.*), 
immaginiamo la superficie cercata che sega la serie di superficie 
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date (i), e sia M un punto qualunque di essa, di coordinate x^ v, :^, 
che saranno legate da una relazione per ora sconosciuta. I coseni 
di direzione della normale in M a tal superficie trajettoria sona 
proporzionali, come è noto, alle quantità 

di_ d_^ 

Ma per quel punto passa anche una superficie appartenente al 
sistema dato, e la normale a questa ha ivi coseni di direzione pro- 
porzionali alle quantità 

X, (A, V, 
come si vide. 

Poiché dunque la i.* superficie sega, per ipotesi, ortogonal- 
mente tutte quelle rappresentate dalla (i), avrà luogo la relazione 
seguente 

che esprime la nota condizione di perpendicolarità. 

Quest' equazione che contiene le x, y, ;( variabili e le costanti 
contenute nella (i) che non variano, e che deve aver luogo per 
ogni punto della superficie trajettoria immaginata, la rappresenta dif- 
ferenzialmente, è l'eq." alle derivate parziali delle superficie cer- 
cate, che deve essere integrata. 

L'equazione stessa (2) può anche venir sostituita da quella 
che risulta dall'eliminazione del parametro k fra le seguenti due: 

a/ d^ di d^_dj_\ 

d x' dx'^ dy ' dy di [ (3) 

f{x,y,i,K) = o ) 

e questo non differisce che pel modo d'enunciazione da quanta 
venne or ora esposto. 

I seguenti esempi assai semplici, nei quali i risultati ai quali 
si deve giungere sono già conosciuti a priori^ ponno servire di op- 
portuna conferma alla regola esposta. 

L°: Voglionsi determinare le superficie che segano orto- 
gonalmente una serie di piani paralleli. 

Per semplicità potremo disporre gli assi ortogonali talmente, 
che uno dei piani coordinati, per esempio l'y:^, riesca parallelo ai 
piani dati. 

In allora l'equazione di uno qualunque fra questi sarà: 

x = k 
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e nel presente caso avremo dunque 

Le (3) riesciranno presentemente: 

ex 

e l'equazione alle derivate parziali d'una delle superficie trajettorie 
cercate rimane: 

d X 
Questa, integrata, fornisce: 

? = * (y)> 

che rappresenta una superficie cilindrica di natura qualsivoglia, pur- 
ché abbia le proprie generatrici parallele all'asse delle x. 

Una tale superficie cilindrica segherà adunque ad angolo retto 
tutti i piani immaginati, ciò che è manifestamente vero. 

Le superficie richieste ponno essere altresì: piani perpendico- 
lari ai suddetti, quindi paralleli ad Ox. Ciò non è che un caso 
particolare della soluzione incontrata, giacché uno qualunque di sif- 
fatti piani sarebbe rappresentato da :(^ = Ay -\-B; dunque ;j riesce 
ancora una funzione della sola y. 

IL°: Vuoisi determinare la natura delle superficie che se- 
gano ortogonalmente una serie di sfere concentriche. 

Per semplicità assumiamo come origine degli assi coordinati 
il comune loro centro; l'equazione generale di tali sfere sarà cosi: 

«d avremo: 

Le (3) sono dunque nel presente caso: 

«, non occorrendo l'eliminazione di k, la prima di queste sarà già 
Teq."* dif.'* delle superficie richieste. 

Poiché l'integrale generale di essa è dato da 



-(14-)-°- 



come altrove fu detto, concluderemo adunque che soddisfa alla 

, Google 



Digitized by' 



del I.* ordinCy lineari. 351 



voluta condizione una superficie conica qualsiasi che abbia per ver- 
tice il comune centro delle date sfere, risultato questo la cui esat- 
tezza è manifesta. 

III.°: Troviamo quali sieno le superficie che segano orto- 
gonalmente la serie dei piani passanti per una data retta. 

Assumasi per semplicità come asse delle :f la retta stessa. 
Allora un piano qualunque appartenente alla famiglia delle date su- 
perficie è rappresentato da ^^ = ^ x, talché sarà qui 

f(Xyy>^yk) = kx—y. 
Le equazioni (3) divengono in questo caso: 

X dy 
kx — 3^ = 0: 

•eliminando k fra di esse, giusta il procedimento generale prima in- 
-dicato, avremo come eq.°* dif.*' delle superficie cercate: 

dz dz 
ex dy 

Per la sua integrazione scriviamo le corrispondenti eq.**^ dif.'* 
simultanee alle derivate ordinarie, che sarebbero in tal caso : 

dx dy d:(^ 

y : — ^ 

e che debbono essere interpretate come segue, assumendo x come 
variabile principale: 

, dy dz 

' -^dx dx 

Queste forniscono: 

^dunque l'integrale generale domandato sarà 

relazione la quale ci dice, che: le superficie trajettorie, per quella 
serie di piani, appartengono alla famiglia delle superficie di rota- 
zione intomo ad 0:^, cioè intorno alla retta comune intersezione 
dei piani dati, qualunque sia la natura delle loro linee meridiane: 
^d anche questo risultato era a prevedersi. 
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Esercizio 48.° 
(Boole, pag. 358). 

Trovare l'equazione generale delle superficie che segano sotto» 
angolo retto il sistema delle sfere passanti per uno stesso punto e 
aventi i loro centri posti su di una retta passante per tal punto. 

Si assuma per semplicità quel punto come origine degli assi^ 
e la retta data come asse delle x. Allora le date superficie sferiche 
saranno rappresentate in generale da 

ossia : 

;c* -f / + j^;* — 2 i X — o, 

essendo k al solito il parametro variabile. 
Avremo dunque 

e le equazioni (3) saranno in questo caso: 

dalle quali eliminando k, otterremo tosto la seguente equazione dif- 
ferenziale delle superficie richieste: 

2x 'dx^^^dy^^' 
ossia: 

Vi corrispondono queste due equazioni dif." simultanee fra 
le stesse tre variabili: 

dx dy flf;j 

x^ — y — :(* 2xy 2 x:(^* 
per integrare le quali giova assumere y come variabile indipendente 
(oppure ;(). Si avrà cosi: 

dx, X. ^y Jc' — y — 7^ 

dy y dy 2xy * 

la prima delle quali dà 7^ --= H^y^ e ponendo questo valore nella, 
seconda: 

dx x^-(ii+H^')f 

dy 2xy ' 

che è omogenea. 

Digitized by VjOOQIC 



del J.* ordine^ lineari. 353 



La sostituzione x =yty che si usa in tali casi, trasforma que- 
st' ultima in: 



dy 



che fornisce: 

ossia : 

d' onde : 
e quindi: 

ovvero, riponendo per ty ì\ suo valore x, e facendo uso della re- 
lazione già trovata H^y = :(_: 

y 

Dunque, sostituendo i valori cosi ottenuti per H^ ed H^ nella 
eguaglianza 

H = * (H.), 

si avrà il seguente integrale generale della precedente equazione 
alle derivate parziali: 

^'+/+?'=>.*(-f), (4) 

ove la forma della funzione 4> è affatto arbitraria. 

La (4) rappresenta cosi tutte le superficie richieste, seganti 
ortogonalmente le date sfere. 

Appartengono a tal famiglia di superficie tutte le sfere pas- 
santi per l'origine e aventi i centri in punti qualsivogliano del 
piano y ;(. Infatti, se si suppone 

l'equazione (4) diviene: 
ossia * 

che rappresenta appunto una sfera che gode di quei caratteri. 

Il presente risultato è un'estensione di quello trovato in un 
analogo problema sulle traiettorie (veggasi Esercizio 14.°, Parte I.*), 

G. ToMASELLi, Eserciti sulle equa^,. differeniiali. 23 
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essendosi ivi concluso che le trajettorie ortogonali d'una serie di 
circonferenze passanti per l'origine e aventi i centri sull'asse delle x, 
sono circonferenze passanti pure per l'origine e aventi i centri sul- 
l'asse delle y. 

Possiamo di più dimostrare che la superficie generata dalla 
rotazione intorno ad x (che è manifestamente altresì asse di rota- 
zione per tutte le date sfere) d'una qualunque fra le circonferenze 
trajettorie del rammentato esercizio è essa pure una soluzione del 
problema in discorso, cioè sega, ortogonalmente la data serie di su- 
perficie sferiche, il che è una conseguenza della proprietà che ha 
luogo per quei due sistemi di circonferenze. Basta supporre a tal 
uopo 

e quindi: 

Allora la (4) diventa: 



la quale può ottenersi altresì mutando y in ^y^ + ^* ^^1^' equazione 

x' + y' — 2Cy = o 

d'una delle ricordate circonferenze trajettorie, ove C è una costante 
arbitraria, e tale cambiamento dimostra appunto il nostro asserto, 
poiché ci fa passare dall' eq.~ della circonferenza meridiana posta 
nel piano xy z quella della corrispondente superficie di rotazione 
intorno ad Ox, 



Possiamo anzi a questo proposito stabilire la seguente propo- 
sizione generale: 

Appartengono alla famiglia delle superficie che segano ortogo- 
nalmente una data serie di superficie di rota:(ione ad asse comune, le 
superficie che nascono dalla rotazione intorno a questo delle trajettorie 
piane ortogonali delle linee meridiane delle superficie date, giacenti in 
un medesimo piano. 

Anche la dimostrazione analitica di queste proprietà è sem- 
plice ed analoga a quella tenuta in un analogo caso (veggasi l' Eser- 
cizio 42.** più sopra richiamato, riferibile pur esso ad un problema 
sulle trajettorie). 

Suppongasi che l'asse di rotazione venga assunto, per sempli- 
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cita, come asse delle ;(, e sia 

9(l>\I^^T7) = k (5) 

l'equazione generale delle date superficie di rotazione, ove jfe è il 
parametro variabile. Ponendo per brevità 

quest'equazione si potrà anche scrivere 

onde sarà: 

/(^>}'.^,*) = ?(?,^) — *. 
Essendo in allora: 

8/_^8j) df^_y d<f df _d<f 
dx v'dv' dy v'dv' 8:5; 8:5;' 

si trova quale equazione differenziale delle superficie trajettorie [giac- 
ché queste espressioni sono indipendenti da k] : 



ossia : 



V ' dv' d X v' dv' dy~^ d^^ 



Sia ora 



l{''é+y^h-U- ■ ^'' 



*(t,z') = C (7) 

l'integrale completo (C essendo una costante arbitraria) dell'equa- 
zione difierenziale ordinaria, fra le variabili ;;;, t;: 

talché, dovendo quest'ultima equivalere a quella 

8* dv d^ 

dv''d^~ dz 

che dalla (7) si ricava, si avrà l'eguaglianza identica: 

a_9 a? 

di ^ dv 
ossia : 

Allora l'equazione (7), ove v venga a rappresentare lo stesso 
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dv 



radicale di poc' anzi, costituisce una soluzione della (6). Infatti, con- 
♦ siderando nella (7) stessa la :( come funzione implicita delle x^y, 
avremo : 

d:(_ dx dv'v ' d^^'dy dv'v '^ ' 

d'onde, moltiplicando ordinatamente per x ed y e sommando, de- 
duciamo la seguente: 

diVdx'^^dyr V 

ossia, moltiplicando per ^, facendo uso della (9), e ponendo per 
x^ 4" y^ il suo valore v^ : 

La presente, semplificata pel fattor comune k— , coincide colla 
(6), epperò è vero essere 

*(.^>f^T?) = c (IO) 

un integrale della stessa, cioè rappresentare questa equazione una 
serie di superficie di rotazione (quando C varia) intorno ad O;^, 
che segano sotto angolo retto le date superficie rappresentate 
dalla (5). 

Ora, se si riferiscono le linee meridiane, ottenute segando 
le superficie date con un piano qualsivoglia passante pel loro asse 
di rotazione, a due assi ortogonali delle ;j e delle v posti. in que- 
sto piano, uno dei quali è l'asse di rotazione stesso, l'altro è la 
traccia del piano considerato sul piano xy, l'equazione generale di 
queste linee sarà <p(?,^) = ^, e l'equazione differenziale delle loro 
trajettorie ortogonali sarà, per quanto fu veduto a suo luogo: 

8<p dv d (f 

d7i ' d:(^ dv' 

che è la stessa (8). Penanto le trajettorie medesime saranno rap- 
presentate dall'equazione generale ^ (j^^v) = C, e poiché questa 
rappresenta altresì le linee meridiane che si hanno segando le su- 
■ perfide trajettorie or ora ottenute [fomite dalla (io)] col piano 
x/0;^ ora considerato, vera riesce la proposizione più sopra enun- 
ciata. 
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Esercizio 49.° 
(Lacroix, e Boole pag. 359). 

Determinare la natura delle superficie che segano ortogonal- 
mente il sistema di ellissoidi simili rappresentati da 

Ax' + Bf+ C:C=K 
essendo h il parametro variabile. 

Notiamo anzitutto che, non essendo necessario di stabilire 
alcuna ipotesi circa i segni delle costanti A^ B, C, la ricerca che 
stiamo per fare sussisterà egualmente anche nel caso in cui si tratti 
di un sistema di iperboloidi ad una o a due falde. Nel caso degli 
ellissoidi si potranno ritenere A, B^ C tutti positivi ; in quello degli 
iperboloidi due fra tali coefficienti potranno ritenersi positivi, il terzo 
negativo. 

Sarà qui 

fix,y,i,k-)=^Ax^-\-Bf+C^'-k, 

e siccome le derivate parziali di questa funzione sono già indipen- 
denti dal parametro variabile fc, l'equazione differenziale delle su- 
perficie domandate sarà la seguente: 

Ax.p-^By/:^=Ci, (11) 

Il sistema di eq."^ dif.** ordinarie simultanee che vi corrisponde 
sarà dunque, assumendo x come variabile indipendente: 

I dy I 1 d:^ i 

B^''rx~'A^' C~xTx~T^' 
che, integrate, danno luogo alle eguaglianze: 



B £ 

A' IT ..A 



:y = if, .X , i = H^.x'' 

valevoli qualunque sieno i valori e i segni delle Ay J5, C. 
Perciò, ricavandosi da queste: 

-^ _ e 

H^^y.x ^, H^=i,x '\ 

l'integrale generale della (11) sarà: 

oppure: • (12) 

Ay-x"""', t.x"^J = o, ) 
essendo indicate coi simboli *, W due funzioni arbitrarie. 
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È facile vedere che alla famiglia di superficie rappresentate 
da una delle equazioni (12), che sono le superficie trajettorie ri- 
chieste, appartengono, come casi specialissimi, i tre piani coordinati 
stessi, cioè i piani delle sezioni principali per le date superficie. 

Ossia : x = Oy y = Of :( = o sono da riguardarsi come solu- 
zioni speciali della (11), Per riguardo all'ultima di qssq ciò è evi- 
dente; per riguardo alle altre è d'uopo, onde persuadersene, sosti- 
tuire alh (11) Tuna o l'altra delle seguenti 

che ad essa (11) equivalgono. 



Nel caso particolare in cui fosse ^ = JB = C, la seconda delle 
(12) diviene: 

e le date superficie 'sono allora sfere concentriche; ancora giun- 
giamo adunque al risultato che: le superficie che le segano orto- 
gonalmente sono coniche, a direttrice qualsivoglia, col vertice nel 
centro comune. 

Nel caso particolare in cui sieno eguali fra loro due sole fra 
le quantità A, 5, C, ciò che può avvenire tanto nel caso degli ellis- 
soidi come in quelli degli iperboloidi, abbiamo una serie di super- 
ficie simili di rotazione. Suppongasi .4 = B e l' asse di rotazione 
sarà cosi quello delle ;j. 

Come equazione generale delle superficie trajettorie si potrà 
in tale ipotesi assumere la seguente: 

e 



: = «^.*0). 



la quale non rappresenta delle superficie di rotazione se non allor- 
quando alla funzione * si assegni una forma speciale, ciò che per 
altro deve esser possibile in forza d'una proposizione esposta nel 
precedente esercizio e valevole appunto quando si tratti d'una se- 
rie di superficie di rotazione. 

Se si suppone infatti nel presente caso: 
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ove M denota una costante arbitraria, l'equazione generale or ora 
ottenuta, diviene: 

La serie di queste superficie di rotazione, ottenute al variare 
di M, segherà pertanto quella delle date superficie, pure di rota- 
zione, sotto un angolo costantemente retto. Per tali superficie si 
potrà determinare la natura delle linee meridiane segandole per 
esempio col piano x:^, e allora si avrà la serie di linee rappre- 
sentate da 

e queste riesciranno, in virtù della ricordata proposizione, tali da 
incontrare sotto angolo del pari retto le curve aventi per equazione 
generale 

(ove k si suppone variabile dall'una all'altra), curve che non sono 
altro che le linee meridiane determinate dal medesimo piano jcjj; 
sulle superficie date. E questo è infatti ciò che si verifica, essendo 

£ 

dz 
l'integrale completo dell' eq."' ài{.^'Jx.-T^=C:(^ delle trajettorie 

ortogonali di tal sistema di linee simili del 2,^ ordine. 



Esercizio 50.° 

Trovare le superficie che segano ortogonalmente un sistema 
di elicoidi gobbi a generatrici parallele ad un piano fisso. 



Un elicoide di questa natura speciale, le cui generatrici incon- 
trino costantemente l'asse delle z. e sieno parallele al piano xy, può 
esser rappresentato dall'equazione: 

y 



:(^ = a . arco tang ■ 



L'asse delle ;c ne. è una generatrice. 
L'equazione 

:j = r + a . arco tang - , 
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ove a abbia lo stesso valore e e sia un'altra costante, rappresenta 
invece lo stesso elicoide, ma ruotato intomo all'asse delle :(^ di un 
certo angolo, talché l'asse delle x in generale non ne è più una 
generatrice. 

Possiamo qui dunque supporre d'avere un doppio sistema di 
tali superficie, il primo ottenuto col variare e in quest'ultima equa- 
zione tenendo fissa la costante a^ il secondo ottenuto col variare 
Tunica costante a dalla prima equazione. Queste due serie di eli- 
coidi gobbi differiscono fra di loro in questo, che: la prima {e va 
riabile) è costituita da elicoidi identici in sé stessi, ma diversi per 
orientazione rispetto agli assi coordinati, la quale dipende dall'an- 
golo suddetto di rotazione che é funzione di ^, mentre la seconda 
(a variabile) é costituita da ehcoidi differenti l' uno dall' altro, ma 
tutti egualmente disposti rispetto agli assi coordinati, cosi che tutti 
hanno una medesima generatrice iniziale, che é l'asse delle x. 

Ci è facile trovare le superficie che segano ortogonalmente 
tanto la prima che la seconda serie di elicoidi ora immaginate. 

I.° L'equazione generale degli elicoidi che consideriamo sia 

I — a, arco tang ^=Cy (13) 

ove r é il parametro yariabile. 
Avremo qui: 

fixyjyi, c)^:i — a. arco tang^' — ^, 

quindi 

df __ ay df _ ax 8/_ 

8i""jc*+/' dy x' + f' a;j ^* 



Poiché e non è più contenuto in queste espressioni, avremo 
quale equazione alle derivate parziali delle superficie domandate: 

ay ÒTi ax dz^ 

X +y dx x*+/ cy 
ossia : 

Questa é tosto integrata. Vi corrispondono infatti le equazioni 
differenziali simultanee fra le x,y,:^ stesse: 

dx dy d;j 

ay ~ — ax"^ x^ +y^^ 
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ossia : 



, dy ^ di X -\-y 
^ -^ dx dx ay 

La prima di queste fornisce x^ -^ y^ = U^, quindi sostituendo 
questo valore, e quello di y che se ne ricava formato con Xy nella 
seconda, troviamo: 



dx a \lH^ — x'' 

cioè 

ZI M H, X 

z = H^ ± — ^ . arco seno -7=- , 

e riponendo per H^ il suo valore: 

7 = i? ± 1-^ . arco seno . ^ , 

ove , il segno superiore o V inferiore sono da assumersi a seconda 
che y è positivo, ovvero negativo. Si ha cosi: 

Pertanto, supponendo H^ funzione di H^, sarà: 

:^=± ^^1±/ . arco seno , ^ ^ i- * (x^ + /) (15) 

l' integrale generale della (14), ove col simbolo * è designata una 
funzione arbitraria. La sua esattezza è facilmente verificata se si tien 
conto dell'accennata osservazione circa la scelta dei segni, e rite- 
nendo preso \/x* + ^* positivamente. 

La (5) rappresenta le superficie richieste seganti ortogonal- 
mente quel primo sistema di elicoidi, di cui la (13) è l'equazione 
generale. 

Evidentemente appartiene alla famiglia di superficie cosi otte- 
nute una superficie qualsiasi rappresentata da 

cioè soddisfa al problema una superficie cilindrica ordinaria, di rag- 
gio qualunque, il cui asse di rotazione sia l'asse delle :;;. 

Questo risultato era da attendersi perchè le generatrici tutte 
degli immaginati elicoidi sono normali ad una tale superficie ci- 
lindrica. 
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Per verificare però analiticamente come la qui accennata so- 
luzione speciale soddisfaccia la eq."' dif.*' (14) precedente, è d'uopo 
mutare le variabili indipendenti e trasformare la (14) stessa, ana- 
logamente a questo venne fatto nell'esercizio precedente, in 

«^•|^+(*'+/)|f=-''*- (16) 

In questo caso infatti si ha 

II.° L'equazione generale degli elicoidi che consideriamo sia: 
jj — • ^ . arco tang -^ = o, (17) 

X \ 

ove a è il parametro variabile. 

Le TT- 3 TT- 5 ^ avendo qui gli stessi valori del caso or ora 
ox' dy 01 ^ ^ 

trattato, la equazione differenziale delle superficie trajettorie nascerà, 

come sappiamo, dall'eliminazione di a fra le relazioni: 

^ysì~^^dy^^ +7' :;: =fl. arco tang ^; 
essa sarà dunque: 



y r dx 8y, 
. arco tang^ 

Le eq.°* dif." simultanee ausiliarie che ci condurranno alla sua 
integrazione sono pertanto: 

d_x__Jiy^_ ^'d^ 

^ ^ (x^ -^ y") arco tang - 

ove prenderemo x come variabile principale. Si avrà quindi, egua- 
gliando il i.° rapporto al secondo: . 

x'+/ = ^., 09) 

e sostituendo questo valore nell' equazione che risulta dall' eguagliare 
il i.° rapporto al terzo: 

dr H \}H, — x' 

Z.-r^= . arco tang - — '■ . 

^ dx SJH—x' X 
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Le variabili essendo qui separate, si integra immediatamente, e si 
ha cosi: 



r'= iJT, + 2 R . 1-7= ^ , . arco tang-^ — '• — —.dx. (20) 

U presente integrale può calcolarsi per sostituzione in termini finiti : 
infatti, ove si osservi essere: 



d[ ^H — x'\ I 

^^arcotang_^^^) = -^^==, 

è chiaro che, ponendo _ 

arco tang - — '■ = w , 

e quindi: 

I dx_ 

(ù .d(ùy che ha per valore ; 

e quindi, restituendo ad a> il suo valore, sarà eguale a: 



jarco tang- 



2 ( "X 

Cosi adunque la (20) potrà scriversi: 

:C = H^— H, Jarco tang ^^ — ^' f 

ovvero, riponendo per H^ il valore fornito dalla (19), colla quale 
tale equazione va combinata: 

H,= ^' + (^' + f) • (arco tang 0. 

Finalmente adunque, supponendo esistere una relazione fra H^ 
e H^y si avrà come integrale generale della (i8) alle derivate par- 
ziali : 

^' + (^' + /) . (arco tang ^J= <^ (x» + /), j 
oppure: l (21) 

x'+/ = wj;C^ + (x"+/).(arcotang|Jj, ) 

<[> e V essendo due funzioni arbitrarie. 

L'una o l'altra di queste equazioni (21) rappresenta cosi le 
superficie richieste, seganti ortogonalmente questo secondo sistema 
di elicoidi gobbi. 
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prcv4^li:rM, b superfìcie dlbidrìcs di roiautioiie, di rii^^iu arWcr^ii - 

,;m^ .l'equazione speciale disccfidf dnlla scconJa delle i ,^ i r 

supponendo 'raccostante, e che soddìstaccia al problema si pun 

agevolmemc riconoscere assoggettando Teq/'" dif/" (i8) ad uru 

come quella introdotta nel caso precedente passando 



FINE. 



r.. 
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